Prolongement d'isomorphismes et théorie de Galois  by Hacque, Michel
JOURNAL OF ALGEBKA 113, 136-200 (19S8) 
Prolongement d’isomorphismes et thkorie de Galois 
MICHEL HACQUE 
Insliiur de Marh@matiques et Injormorique de I’I.S.M., 
UniversirP Claude Bernard-Lyon I, 
69622 Villeurbanne, France 
Communicnted by J. DieudonnP 
Received July 3, 1986 
INTRODUCTION 
Les problemes d’existence et de prolongement d’isomorphismes jouent 
un role fondamental dans la theorie classique des corps commutatifs et 
aussi dans la theorie des algebres simples. 
En effet, il semble presque superflu de rappeler l’importance des 
Theoremes de Steinitz et de leurs consequences (voir par exemple [34] ou 
[3, p. 90 a 91, et p. 108 a 1151) ainsi que celle des Thtoremes de type 
Skolem-Noether (voir par exemple [33, 313, ou [S, p. IlO]). 
Ces rtsultats peuvent &tre utilises pour la Theorie de Galois des corps 
commutatifs, comme par exemple pour obtenir une caracterisation des 
extensions algtbriques normales, ou pour les Theories de Galois pour les 
corps gauches et pour les algebres simples centrales, du point de vue de 
E. Noether [31], comme le souligne d’ailleurs H. Cartan dans [6]. 
Ces exemples montrent les liens profonds qui existent entre les problemes 
de prolongement d’isomorphismes et la Theorie de Galois envisagee. 
Les principales gtneralisations de la Theorie de Galois des corps ou des 
algebres simples, s’inttressent soit a certaines extensions d’anneaux com- 
mutatifs [7], ou non commutatifs [26, 24, 27, 91, soit a une classe d’an- 
neaux plus gtneraux dun certain type, par exemple: les corps gauches 
[ 18-20, 6, 16, 311, les anneaux simples [ 3 1, 17, 29, 221, les anneaux 
artiniens [28], les anneaux complkement primitifs 130, 8, 211, les anneaux 
de transformations continues [32], les anneaux semi-premiers [23], etc. 
Toutes ces generalisations de la Thtorie de Galois n’etudient pas 
systematiquement les problemes de prolongement d’isomorphismes. 
Cependant, les plus completes d’entre elles abordent des problemes de 
prolongement d’isomorphismes dans le cadre des Theories de Galois des 
corps [3, 11, des corps gauches [ 3 1,6], des anneaux simples [ 3 1, 2, 30, 17, 
29 J, des anneaux completement primitifs [30, 8, 211, et des anneaux de 
transformations continues [32]. 
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I1 convient de remarquer que tous ces types d’anneaux sont des exemples 
d’anneaux qui appartiennent A la classe d des anneaux presque-simples 
(a droite), c’est-a-dire des anneaux (avec unite) dont le socle droit est 
isotypique et fiddle ci gauche, ces anneaux ayant ete introduits dans [ 111 et 
etudits dans [ 1 l-151. 
11 est done nature1 d’ttudier les problemes de prolongement 
d’isomorphismes dans le cadre tres general de la “Theorie de Galois des 
anneaux presque-simples,” dont les bases ont ete presentees dans [ 151 et 
qui englobe en particulier les huit “Theories de Galois finies” pour les huit 
types d’anneaux presque-simples que constituent les corps, les corps 
gauches, les anneaux simples, les anneaux completement primitifs, les 
anneaux de transformations continues (et en particulier les anneaux 
d’optrateurs born& sur les espaces de Banach et les algebres de 
von Neumann qui sont des Facteurs de Type I), les anneaux primitifs a 
socle non nul (c’est-a-dire les “PM1 rings”), les anneaux presque-simples a 
droite maximaux et enfin les anneaux presque-simples a droite quel- 
conques. 
Plus precistment, dans son article [6] consacre a la Theorie de Galois 
pour les corps non commutatifs, H. Cartan commence par rappeler quel- 
ques points essentiels de la Theorie de Galois pour les corps commutatzfs, 
sous la forme don&e par E. Artin. 11 presente done les &on&s des 
Thtoreme A, ThCtoreme B et Thtoreme C, qui constituent en un certain 
sens “les trois Theoremes de Galois” et qui lui servent de modele ou de 
programme pour les generalisations au cas non commutatif, obtenues dans 
ses Theoreme 1, Theoreme 2 et Theoreme 3. 
Dans la Theorie de Galois des anneaux presque-simples dont les bases 
sont presentees dans [ 151, on a soulignt l’analogie formelle et complete de 
la “Theorie de Galoisfinie” avec la Theorie de Galois classique des corps et 
des corps gauches. 
En particulier, compte tenu de la Proposition 6.1 de [ 151, le 
Theoreme 6-8 de [ 151 constitue la generalisation du Theo&me A et du 
Theoreme 1 de H. Cartan, c’est-a-dire “le premier Theoreme de Galois,” et 
le Thtoreme 8-6 (Correspondance de Galois restreinte) de [ 151 constitue 
la gentralisation du Theorbme B et du Theoreme 2 de H. Cartan, c’est-a- 
dire “le deuxieme ThPorPme de Galois.” 
11 restait done a Ctablir la generalisation du Theoreme C et du 
Theo&me 3 de H. Cartan, ce qui constitue l’objet essentiel de ce travail. 
Dans ce but, apres le Thtoreme l-l et ses Corollaires qui n’etablissent 
que des proprittes techniques, mais qui sont strictement indispensables pour 
la suite, la notion de sous-anneau tres fortement galoisien, qui gentralise la 
notion de sous-anneau galoisien regulier, permet d’obtenir le Theo&me 3-5, 
qui constitue un “Premier ThPoreme de prolongement des isomorphismes,” 
valable dans un cadre tres general. 
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11 en resulte facilement le Theoreme 3-6, qui constitue un “Second 
Theoreme de prolongement des isomorphismes,” valable dans le cadre de la 
“Theorie de Galois finie” (des anneaux presque-simples), et qui constitue 
une generalisation de la partie (tx) du Thtoreme 3 de H. Cartan [6], ainsi 
que de la plupart des Theoremes de prolongement d’isomorphismes de [31, 
6, 2, 30, 17, 29, 8, 21, 321. 
L’etude des sous-extensions d’une extension galoisienne regguliere conduit 
au Theoreme 4-3 relatif aux “classes de conjugaison” et au Theoreme 4-4 
relatif aux Groupes de Galois des sous-extensions, ce qui gtntralise la 
partie (B) du Theoreme 3 de H. Cartan [6], de sorte que le Corollaire 4-5 
generalise la partie (6) du Thtoreme 3 de H. Cartan [6], et le 
Corollaire 4-7 generalise l’essentiel du Theo&me 5 de [32]. 
L’etude generale des sous-extensions PquilibrCes dune extension 
galoisienne reguliere conduit au Theoreme 5-3, qui permet d’obtenir le 
Theoreme 5-4 relatif aux sous-extensions equilibrees et galoisiennes, qui 
generalise le Theoreme C et la partie (y) du Theoreme 3 de H. Cartan [6], 
ce qui montre qu’il constitue en somme “le troisieme ThPorPme de Galois.” 
En effet, dans le cas des corps commutattjs, les sous-anneaux finis sont 
automatiquement equilibres, la notion de sous-groupe faiblement distingue 
coincide avec la notion de sous-groupe distingue et la notion d’ordre reduit 
d’un groupe d’automorphismes coi’ncide avec la notion d’ordre, de sorte 
que le Thtoreme 5-4 etablit en particulier l’equivalence de quatre conditions 
(a), (b), (c), (d), pour lesquelles l’equivalence des deux conditions (a) et (b) 
suflit pour donner la formulation du Thtoreme C, c’est-a-dire du “troisieme 
Theoreme de Galois.” 
De plus, quelques exemples generaux ou particuliers illustrent les 
Definitions introduites ou permettent d’interprtter les Proprietes generales 
dans le cadre de certaines situations particulieres, pour donner des exem- 
ples et des contre-exemples. 
En resume, avec le Theoreme 7-l de [ 151, qui constitue la generalisation 
d’un ctlebre Thtoreme de E. Artin (voir le Theoreme 14, p. 42 de [ 1 ] ou le 
Theorbme 2, p. 194 de [25]), le Theoreme 6-8 de [ 151, le Theoreme 8-6 de 
[ 151 et le Theoreme 5-4 qui constitent “les trois Theoremes de Galois,” 
forment l’ensemble des “ThPorPmes fondamentaux” de la “Theorie de 
Galois firtie” (pour les anneaux presque-simples), qui constitue bien la 
generalisation formelle et tout a fait complete des Theories de Galois finies 
classiques des corps commutatifs et des corps gauches. 
1. SOUS-EXTENSIONS A DEGR~S 
La Theorie de Galois classique des corps commutatifs utilise de facon 
essentielle les proprietts tlementaires suivantes: pour toute extension de 
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corps: K,, c K, qui est algebrique (resp. algebrique de degre fini) et pour tout 
corps K’ intermediaire, c’est-a-dire tel que: K, c K’ c K, la sous-extension: 
K,, c K’, est algebrique (resp. algebrique de degrd fini). 
Pour completer la Theorie de Galois des anneaux presque-simples presen- 
tee dans [lS], il est indispensable d’etablir les generalisations des 
proprietes prtcedentes, en remplacant les notions d’extensions algebriques 
(resp. d’extensions algtbriques de degre fini) du cas classique par leurs 
gentralisations, a savoir: les extensions ou les sous-anneaux “ci degres” 
(resp. les extensions ou les sous-anneaux “finis,” c’est-a-dire “d degrhs” et de 
“degre a gauche fini”). 
Dans toute la suite, d designe la classe des anneaux presque-simples 
(a droite), c’est-a-dire des anneaux (avec unite) dont le socle droit est 
isotypique et fiddle a gauche. 
Le Theoreme 2-6 de [ 141 montre que .d est la classe des objets de la 
cattgorie 9 des “extensions ir degres”: (B c A), et aussi de la sous-categoric 
gO des “extensions finies”: (B c A), c’est-a-dire des extensions a degres, dont 
le degre a gauche dr[A : B] est fini. 
De m&me, le Theoreme 2-6 de [ 141 montre que d est la classe des objets 
de la categoric ,Y des “sous-anneaux d degres”: (E c A), et aussi de la sous- 
categoric YO des “sous-anneaux finis”: (B c A), c’est-a-dire des sous- 
anneaux a degrts, dont le degre a gauche d,[A : B] est fini. 
De facon gentrale, la terminologie et les notations utilisees sont celles de 
[ 151, et aussi de [l&14]. 
TH~OR~ME 1.1. Pour toute extension a degres (B, c A) E 9, et pour tout 
anneau B E ~2, intermediaire, c’est-a-dire tel que: 
si (BcA)E~, alors (B,cB)E~. 
Preuue. Les extensions a degres Ctant caracterisees par la Definition 7-l 
de [ 131, tout revient a montrer que l’extension: B, c B, est “a indice” et 
que la “hauteur a gauche” et la “hauteur a droite” de i’extension: B, c B, 
existent. 
Pour les anneaux A E -c4, BE &‘, B, E -01, la Proposition 2-4 de [ 123 
montre qu’il est possible de choisir des idempotents presque-simples a
droite: 
qui determinent done des Contextes de Morita: 
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W, = (A, A E, = Ae, KEJ, = eA, K = eAe) 
!JXm, = (B, BFH = BE, “FL = EB, H = EBE) 
fm,, = (4, B,$~L = BOG,, LM)BO = ~4, L = h&‘,,) 
dans lesquels K, H et L sont des corps gauches. 
Pour l’extension: Bc A, le couple d’idempotents (e, E) determine un 
Contexte de Morita: 
‘WV =(D=EAE, DW,=cAe, KW)D=eAE, K=eAe) 
et l’extension: B c A, entraine la relation: 
H=EBEcEAE=D 
de sorte que, par la restriction des scalaires associee a 1’ “armature”: H c D, 
de l’extension: Bc A, il en resulte des bi-espaces vectoriels: W= HWK et 
W= KWH. 
Pour l’extension: B, c B, le couple d’idempotents (E, sO) determine un 
Contexte de Morita: 
%,<:,, = (0, = Ec,BEm D, V,=E,BE, HV&=~B~O, H=FBE) 
et l’extension: B, c B, entraine la relation: 
de sorte que, par la restriction des scalaires associte a 1“‘armature”: 
L c D,, de l’extension: B, c B, il en resulte des bi-espaces vectoriels: 
V= LVH et v’= HV;,. 
Entin, pour l’extension: B, c A, le couple d’idempotents (e, E,,) determine 
un Contexte de Morita: 
‘iJllJz,., = (D, = Ed AE~, ooP, = E. Ae, KP)Do = eA+,, K = eAe) 
et les extensions: Boc Bc A, entrainent les relations: 
L = E~&&~ c E~BE,, = D, c EVA&,, = D, 
de sorte que, par la restriction des scalaires associte a 1’ “armature”: 
L c D,, de l’extension: B, c A, il en resulte des bi-espaces vectoriels: 
P=.P,et P’=,PL. 
Avec ces notations, la multiplication dans l’anneau A induit des applica- 
tions bilineaires qui determinent un morphisme de (B - K)-bimodules: 
CD: ,F@, W, = BE OEBE EAe + Ae = .EK 
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et un morphisme de (K - B)-bimodules: 
De meme, la multiplication dans l’anneau A induit des applications 
bilineaires qui determinent un morphisme de (B, - K)-bimodules: 
et un morphisme de (K- B,)-bimodules: 
@PO: ,P’ oL M& = eAE,, @,:oBo,.. .zo B, -+ eA = KEJ,. 
De plus, la multiplication dans l’anneau A induit la multiplication dans 
l’anneau B, qui induit des applications bilineaires qui dtterminent un 
morphisme de (B, - H)-bimodules: 
@ I : ~$4 0~ V, = Bo~o Oc,,~ot,, EO BE + BE = BFH 
et un morphisme de (H- B,)-bimodules: 
Enfin, la multiplication dans l’anneau A induit des applications bilineai- 
res qui determinent un morphisme de (L - K)-bi-espaces vectoriels: 
A: r.V@,, W,=E~BE@,~~~~EA~ + E,Ae = LPK 
et un morphisme de (K - L)-bi-espaces vectoriels: 
A’: KW’@H V;=eAEO,,,&B&,~eAE,=,P;. 
Avec toutes ces notations, la multiplication dans l’anneau A induit une 
application Z-trilineaire: 
(M,=B,E,, LVH=~OB~, ,W,=.zAe)-+E,=Ae 
caracteriste par: 
(bo&o, Eok Eae) -+ boEofjE'- 
et qui vtrifie les conditions qui permettent de s’assurer qu’elle induit une 
application canonique: 
MOL V/OH W, + E, 
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de sorte que l’associativite des produits tensoriels entraine l’existence du 
diagramme commutatif: 
L’hypothese (B c A ) E 9 entraine l’existence de la “hauteur a gauche” de 
l’extension: B c A, et d’apres la Proposition 6-l de [ 131, cela tquivaut au 
fait que @ est un isomorphisme. 
L’hypothese (B, c A ) E 9 entraine l’existence de la “hauteur a gauche” de 
I’extension: B, c A, et d’apres la Proposition 6-l de [ 133, cela equivaut au 
fait que QO est un isomorphisme. 
Compte tenu des inclusions: 
et 
P,=E,AecAe=E, 
la caracterisation de A entraine l’existence du diagramme commutatif: 
dans lequel les “morphismes verticaux” sont les inclusions canoniques. 
Comme @ est une bijection, la commutativite du diagramme (II) 
entraine que A est une injection, et de plus, tout element XE E s’ecrit sous 
la forme: 
pour des familles furies d’elements bi& E BE = F et sc!,e E izfte = W. 
En particulier, si x E P = E,Ae c Ae = E, c’est-a-dire si: x = E,,x, il s’ecrit 
alors sous la forme: 
X = 1 Eo,8iEt(,e 
I 
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pour des familles finies d’tlements Q,~,E E Q,BE = V et caie E &Ae = W, ce qui 
montre que A est une surjection. 
I1 en resulte que A est une bijection, c’est-a-dire un isomorphisme, ce qui 
entraine que (1 ,,,, aL A) est aussi un isomorphisme. 
Dans le diagramme commutatif (I), la presence des isomorphismes @, QO 
et (1 M@L A) entraine que (@, OH 1 ,+,) est un isomorphisme et comme le 
H-espace vectoriel a gauche non nul H West naturellement fidslement plut, il 
en resulte que @, est un isomorphisme. 
La Proposition 6-l de [ 133 entraine alors l’existence de la hauteur ir 
guuche h,[ B : B,] de l’extension: B, c B. 
De m&me, la multiplication dans l’anneau A induit une application 
L-trilineaire: 
(KWH=eAc, HVL=~B~O, LM’=~gBo)+ .E’=eA 
caracttrisee par: 
tea&, dh, EOBO) + e~@~OBO 
et qui veritie les conditions qui permettent de s’assurer qu’elle induit une 
application canonique: 
KW’@HV’@LM’+KE’ 
de sorte que l’associativite des produits tensoriels entraine l’existence du 
diagramme commutatif: 
JvBH V@&‘-=L KP’ 0 1. M’ 
IWO,, PI 
I I 
5 (I’) 
KW’@HF’ p KEl 
L’hypothese (B c A) E 9 entraine l’existence de la “hauteur a droite” de 
l’extension: B c A, et d’aprts la Proposition 6-2 de [ 131, cela equivaut au 
fait que Y est un isomorphisme. 
L’hypothese (B, c A) E 9 entraine l’existence de la “hauteur a droite” de 
l’extension: B, c A, et d’apres la Proposition 6-2 de [ 133, cela equivaut au 
fait que Y’, est un isomorphisme. 
Compte tenu des inclusions: 
et 
KPr = eA&, c eA = KE’ 
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la caracttrisation de A’ entraine l’existence du diagramme commutatif: 
(II’) 
dans lequel les “morphismes verticaux” sont les inclusions canoniques. 
Comme Y est une bijection, la commutativite du diagramme (II’) 
entraine que A’ est une injection, et de plus, tout element y E E’ s’ecrit sous 
la forme: 
y = c ecQ&p; 
I 
pour des familles finies d’tlements etl,s E eA& = W’ et &pi E EB = F’. 
En particulier, si y E P’ = eA&, c eA = E’, c’est-a-dire si: y = ysO, il s’ecrit 
alors sous la forme: 
y = 1 ecli$iEO 
pour des familles tinies d’elements ecc,c EeA.s = W’ et $,co E &BE,, = If’, ce 
qui montre que A’ est une surjection. 
I1 en rtsulte que A’ est une bijection, c’est-a-dire un isomorphisme, ce qui 
entraine que (A’ OL 1 M,) est aussi un isomorphisme. 
Dans le diagramme commutatif (I’), la presence des isomorphismes Y, 
ul, et (A’ OL 1 Mz) entraine que (1 w’ OH Y,) est un isomorphisme t comme 
le H-espace vectoriel a droite non nul W;, est naturellement fidslement phi, 
ii en rtsulte que Y, est un isomorphisme. 
La Proposition 6-2 de [ 131 entraine alors l’existence de la hauteur ri 
droite h,[B : B,] de l’extension: B, c B. 
Pour (Bc A) E 9, le Thtoreme 9-3 de [13] entraine: 
S,=BnS, 
et puisque: S, c B c & il en resulte: 
S,=BnBnS,=BnS,. 
Ainsi, les hypotheses (B c A) E 9 et (B, c A) E 9 entrainent: 
S,=BnSS, et S,= BOnS, 
11 en rtsulte: 
SBo=BonSSa=BnB,nS,=B,nBnS,=B,nS, 
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c’est-a-dire: S, = B, n S,, qui entraine: S, c SB, et le Theo&me 5-l de 
[ 131 montre que l’extension: B, c B, est une extension Li indice. 
Compte term des trois resultats demontres, la Definition 7-l de [ 131 
entraine que l’extension: B, c B, est une extension ci degrP ci gauche et Li 
degrP ci droite, c’est-a-dire: (B, c B) E $8, ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 1.2. Pour toute extension finie (B, c A) E 9,, et pour tout 
anneau BE d, intermediaire, c’est-&dire tel que: 
si (BcA)EQ, alors (BcA)E~~ et (B,~B)EC&. 
Preuve. D’apres le Theoreme l-l, les hypotheses entrainent: 
(BocB)~g, (BcA)E~ et (B,cA)E@,. 
Le Thtoreme 2-6 de [ 141 entraine alors la relation: 
d,[A : B] x d,[B: B,] =d,[A : B,] < +CC 
qui implique: d,[A : B] < +a~, c’est-a-dire (Bc A)E~~ et d,[B : B,] < 
+ CO, c’est-a-dire (B, c B) E BO, ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 1.3. Pour tout sous-anneau ci degrks (B, c A) E Y et pour 
tout anneau BE .JJ, intermkdiaire, c’est-&dire tel que: 
si (BcA)EY’, alors (B,c B)E~. 
Preuve. Le Theoremel-1 implique: (B,cB)E~ et (BcA)E~‘. Le 
Theoreme 9-3 de [ 133 montre alors que les extensions a degrts 
(B, c B) E $8 et (B c A) E 9, se prolongent en des extensions a degres 
(Kc B) E 9 et (Bc A) E 9, de sorte que les hypotheses (B, c A) E Y et 
(B c A) E Y se traduisent par: 
B,=?&nA et B=BnA 
d’apres la Definition 2-1 de [ 141. 11 en rbsulte: 
B,=~nA=BnB;;nA=~nBnA=B,nB 
c’est-a-dire la relation: B, = K n B, qui, jointe au fait que (B, c B) E 9, 
implique (B, c B) E 9, ce qui acheve la demonstration. 
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COROLLAIRE 1.4. Pour tout sous-anneau fini (B, c A) E YO et pour tout 
anneau BE d, intermediaire, c’est-a-dire tel que: 
si (BcA)EY’, alors (BcA)eYO et (B,c B)E~~. 
Preuue. Le Corollaire l-2 et le Corollaire l-3 entrainent: 
(BcA)E~~~Y=Y~ et (B,c B)E&~~‘=Y~, 
ce qui acheve la demonstration. 
2. SOUS-ANNEAUX TR& FORTEMENT GALOISIENS 
Etant donne un anneau AE&, plongt dans l’anneau completement 
primitif absolu Z, le Theo&me 3-l de [ 141 entraine que les conditions: 
(a) r=C(B)=Z’,.(B) et 
(b) B=C(T) n A = C,.(T) n A 
caracterisent des bijections reciproques entre l’ensemble des “sous-anneaux 
ri degres” (B c A) E 9’ de A et l’ensemble des anneaux r qui verifient la 
condition: 
(I) (( L’anneau r est un anneau completement primittf, tel que: 
Kocrcz,c.z 
pour lequel la hauteur a gauche h,[Z : r] de l’extension: Tc .Z, est definie 
et pour lequel la hauteur a gauche h,[T: I?] de l’extension: Kc’ c I’, est 
finie)). 
LEMME 2.1. Pour tout anneau A E J&’ et pour tout sous-anneau a degrts 
(B c A) E Y de A, associt! a I’ anneau completement primitif r par les 
conditions (a) et (b) precedentes, lhlgbbre U = U(G) du groupe de Galois 
G = Gal [ A : B] vertfie toujours: 
k?c U(G)= Ucl-=Z(B)=C,.(B)=Z(~)=C,.(i?). 
De plus, il y a equivalence des deux conditions suivantes: 
(a) Lhnneau d’endomorphismes U = U(G) du groupe de Galois G = 
Gal[A : B] vertfie: U = K 
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(p) L’anneau cornpletement primitif r= ,Z( B) = End,[ BE] est engen- 
dr& par une certaine famille (cp,) d’t%ments inversibles cpi~ r*, tels que: 
cpiE:N=Nor[f*; (J?)*] et cp, E Stab[N; A]. 
Enfin, sous les conditions Pquivalentes (g) et (p), alors: 
B=AG 
autrement dit: le sous-anneau B de A est un sous-anneau “galoisien.” 
Preuve. La premiere relation et l’equivalence des conditions (a) et (/I) 
resultent du Lemme 3-1, du Corollaire 3-4 et de la Proposition 4-4 de [ 151. 
Sow les conditions tquivalentes (x) et (fi), la condition (b) du 
Theoreme 3-l de [ 141 donne alors: 
B=AnZ(T)=AnZ[U(G)] 
et par suite la Proposition 4-8 de [ 151 entraine: 
B=AG 
ce qui acheve la demonstration. 
DEFINITION 2.2. Pour tout anneau A E&J, un sous-anneau B de A est 
un “sous-anneau fortement galoisien,” si B est un sous-anneau a degres: 
(B c A) E 9, qui verifie les conditions equivalentes (8) et (8) du 
Lemme 2- 1. 
Pour tout anneau A EZZZ, un sous-anneau B, de A est un “sous-anneau 
tr& fortement galoisien,” si B, est un sous-anneau fortement galoisien et si 
le groupe de Galois Gal[A : B,] = G, c Aut(A ) est un N-groupe. 
Naturellement, pour tout anneau AE& et pour tout sous-anneau B de 
A, si B est un “sous-anneau tres fortement galoisien,” alors B est un “sous- 
anneau fortement galoisien,” et compte tenu du Lemme 2-1, si B est un 
“sous-anneau fortement galoisien,” alors B est un “sous-anneau galoisien.” 
PROPOSITION 2.3. Pour tout anneau A Ed et pour tout sous-anneau 
t!quiIibrP (Bc A), il y a e’quivalence des conditions suivantes: 
(a) Le sous-anneau B de A est un sous-anneau Pquilibrt! fortement 
galoisien. 
(b) Le sous-anneau B de A est un sous-anneau e!quilibrk galoisien. 
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(c) II existe un groupe dhutomorphismes Gc Aut(A), qui est un 
B-groupe ou un “groupe bien adapte,” qui determine le sous-anneau Pquilibre 
et galoisien B= AC de A. 
De plus, sous ces conditions equivalentes, alors G = Gal[A : B]. 
Preuve. Le Thtoreme 7-l de [ 151 entraine en particulier l’equivalence 
de (b) avec la condition (a) du Lemme 2-1, c’est-a-dire avec (a). Le 
Thtoreme 7-4 de [ 151 entraine l’equivalence de (b) et de (c), ainsi que la 
relation: G = Gal[A : B], ce qui acheve la demonstration. 
PROPOSITION 2.4. Pour tout anneau A E& et pour tout sous-anneau 
Pquilibre (B, c A), il y a equivalence des conditions suivantes: 
(a) Le sowanneau B, de A est un sowanneau equilibre tres 
fortement galoisien. 
(b) Le sous-anneau B, de A est un sous-anneau Pquilibre galoisien, 
dont le groupe de Galois Gal[A : B,] c A est un F-groupe ou un “groupe 
regulier.” 
(c) I1 existe un groupe dhutomorphismes G,c Aut(A), qui est un 
F-groupe ou un ‘groupe regulier,” qui determine le sous-anneau Pquilibre et 
galoisien B, = AGo de A. 
De plus, sous ces conditions Pquivalentes, alors: G, = Gal[A : B,]. 
Preuve. Compte tenu de la Proposition 2-3, la Definition 6-4 de [ 151 
montre que pour que le groupe d’automorphismes Gal[A : B] = G c 
Aut(A), qui est un B-groupe, soit un F-groupe ou un “groupe regulier,” il 
faut et il suftit qu’il soit N-groupe, ce qui acheve la demonstration. 
DEFINITION 2.5. Pour tout anneau A Ed, un sous-anneau B, de A est 
un “sous-anneau galoisien regulier” si B, est un sous-anneau equilibre 
(B, c A) qui vtrifte les conditions Cquivalentes (a), (b) et (c) de la 
Proposition 2-4. 
Pour tout sous-anneau a degres (B c A) E Y, avec les notations 
habituelles, le Theoreme l-4 de [ 143 implique la relation: C,.(B) = Z(B), 
qui entraine facilement l’egalite: A(B) = A(B) et ces anneaux sont des 
Z-algbbres sur le corps: Z = Z(K) = Z(A) = Z(A), centre commun de K, de 
A et de A. 
DEFINITION 2.6. Un “sous-anneau faiblement equilibr? est un sous- 
anneau a degrts (B c A) E Y, qui verifie la condition: 
(E,) ((La Z-algebre constituee par les commutants communs 
A(B) = A(B) de B dans les anneaux A et A est un anneau premier)). 
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Naturellement, pour tout anneau A E& et pour tout sowanneau B de 
A, la Definition 6-7 de [ 151 montre que si B est un sow-anneau PquilibrP 
de A, alors B est aussi un sous-anneau faiblement 6quilibrP de A. 
3. PROLONGEMENT DES ISOMORPHISMES 
Pour generaliser la partie (LX) du Theoreme 3 de H. Cartan [6], on est 
amen& dans le cadre de la “The’orie de Galois finie” presentee dans [ 151, a 
examiner le probleme de prolongement des isomorphismes uivant: pour 
tout anneau A E &’ et pour tout groupe d’automorphismes G, c Aut(A), si 
G, est un F-groupe ou un groupe rkgulier qui determine, d’apres le 
Theoreme 8-6 de [ 151, le sous-anneau tquilibrk et galoisien B, = AGo de A, 
c’est-a-dire si B, est un “sous-anneau galoisien rkgulier” de A, et si B et B’ 
sont deux sous-anneaux ~yuilibr~s de A, intermtdiaires entre B, et A, tout 
isomorphisme: 
u: B+ B’=u(B)= B” 
qui laisse invariants les elements de l’anneau B,, peut-il se prolonger en un 
automorphisme cr E G, = Gal [ A : B,]? 
En fait, la notion de sous-anneau tr& fortement galoisien, qui generalise 
la notion de sous-anneau galoisien rigulier d’apres la Proposition 2-4, 
permet d’examiner un probleme de prolongement des isomorphismes ous 
des hypotheses plus gentrales. 
PrPliminaires 3.1. Pour examiner les problemes precedents, il est utile 
de fixer les Notations utilisees et d’tnoncer quelques proprietes tltmen- 
taires qui en resultent. 
Etant donne un anneau A E &, avec les Notations utilisees dans [ 131 et 
[ 151, le choix d’un idempotent presque-simple a droite e E A, determine un 
Contexte de Morita: 
YX<,=(A, ,E,=Ae, KEi=eA, K=eAe) 
de sorte qu’il est possible de supposer que l’anneau A verifie les relations: 
E@,E’=S,-=S,cAcA=LZ’&E)cA=.Y~(E)cC=End(E). 
Etant donne un sous-anneau (B c A) E Y, le choix d’un idempotent 
presque-simple a droite E E B, determine un Contexte de Morita: 
YJim,=(B, BFH=B~, HFj,=~B, H=EBE) 
et l’extension: 
BcA 
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determine aussi un Contexte de Morita: 
!l.Nm,,, = (D = EAE, D W, = EAe, KP’D = eAE, K= eAe) 
et we “armature”: 
H=EBEcEAE=D 
de sorte que W devient un (H - K)-bi-espace vectoriel: 
relation dans laquelle le B-module a gauche gE est obtenu a partir du 
A-module a gauche AE, par la restriction des scalaires associee au 
morphisme d’anneaux: B c A. 
Cette structure de B-module a gauche gE peut etre preciste de la facon 
suivante. 
L’hypothese (B c A) E 9’ c 9 et la Proposition 6-l de [ 131 entrainent 
que la multiplication dans I’anneau A induit un isomorphisme de (B - K)- 
bimodules: 
qui determine un morphisme d’anneaux, injectif: 
caracterise par: 
P=*[/?]=@~(fl@l,)~@ ’ pourtoutpEB 
de sorte que le Thtoreme 6-5 de [ 133 montre que le B-module a gauche gE 
est caracterise par: 
h .X = 5(x) = @h](x) 
pour tout b E B c B et tout x E E. 
Etant don& un autre sous-anneau (B’ c A) E 9, accompagne d’un 
isomorphisme d’anneaux: 
u: B-r B’=u(B)= B” 
des considerations analogues aux prtcedentes peuvent &tre developpees en 
choisissant l’idempotent presque-simple a droite U(E) = E’ E B’, qui deter- 
mine un Contexte de Morita 
‘93,;. = (B’, B._F,j. = B’E’ , ,.f$ = E’B’, H’ = E’B’E’) 
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et l’extension: 
B’ c A 
determine aussi un Contexte de Morita: 
9Jl<,,,:. = (D’ = e’Ad, D’ _ K - W dAe, ,vn. = eAE’, K= eAe) 
et une “armature”: 
H’ = E’B’E’ c E’A E’ = D’ 
de sorte que W devient un (H’ - K)-bi-espace vectoriel: 
relation dans laquelle le B’-module a gauche B.E est obtenu a partir du 
A-module a gauche ,E, par la restriction des scalaires associee au 
morphisme d’anneaux: B’ t A. 
Cette structure de B’-module a gauche B.E peut 8tr.e precisee de la facon 
suivante. 
L’hypothese (B’ c A) E 9’ c .9 et la Proposition 6-l de [ 131 entrafnent 
que la multiplication dans l’anneau A induit un isomorphisme de (B’- K)- 
bimodules: 
qui determine un morphisme d’anneaux, injectif: 
5’ = &I’ = &,.(&,) -+ 4 = 2,&E,) c z: 
caracterid par: 
~‘=~‘[B’]=~‘~(B’Ol.)o~‘~’ pourtoutfl’EB’ 
de sorte que le Theoreme 6-5 de [ 131 montre que le F-module a gauche 
BsE est caracterise par: 
h’ .x = i;‘(x) = &[b’](x) 
pour tout h’ E B’ c B’ et tout x E E. 
La restriction des scalaires associte a l’isomorphisme d’anneaux: 
u: B+ B’=u(B)= B” 
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transforme le B/-module a gauche BsE en un B-module a gauche 
$= u*(~E) qui est caracterise par: 
h * x = bx = u(b). x 
pour tout x=.FcEet tout bEBc& 
Cette structure de B-module a gauche J? peut &tre preciste de la facon 
suivante. 
Tout d’abord, le Thtoreme 4.1 de [12] montre que I’isomorphisme 
d’anneaux: 
u: B--+ B’=u(B)= B” 
se prolonge en un isomorphisme de Contextes de Morita: 
m = (u, cp, $, 7): m, + mIJz, - - 
pour lequel l’isomorphisme de corps gauches: 
et les bijections: 
pBFH+ F B- H’ et II/: HF+ F’ H’- B’ 
respectivement (U - r)-semi-bilineaires et (r - u)-semi-bilineaires sont 
induits par l’application U: B + B’. 
En particulier, la restriction des scalaires associee a l’isomorphisme de 
corps gauches r: H -+ H’, transforme le (H’ - K)-bi-espace vectoriel 
_W = H, W, en un (H - K)-bi-espace vectoriel F?‘= H F?‘, = t*( H, _uiK) dont la 
structure est caracttriste par le fait que pour tout p E H, pour tout A E K et 
pour tout element WE W identitie a l’element y E IY, alors: 
I1 est alors immtdiat que la bijection (U - r)-semi-bilineaire: 
‘p: BFH + B’-FH’ 
et l’application identique: 
i:HFVK+ W H’- K 
qui est r-semi-lineaire a gauche et K-lineaire a droite, determinent une 
bijection: 
qui est u-semi-lineaire a gauche et K-lineaire a droite. 
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La condition: 
caracterise done une bijection: 
8: BE@,~~ &‘Ae= BFH@H H@‘K+ .E,=Ae 
qui est u-semi-lintaire a gauche et K-lineaire a droite, c’est-a-dire un iso- 
morph&me de (B - K)-bimodules 
6: BFH@H n& + Bi?K 
qui determine done un morphisme d’anneaux, injectif: 
8: B = Lk’r,(Fn) + A = 6/;c(E,) = L?,@,) 
caracterist par: 
p=$[/3]=$0(fl@l&&’ pour tout b E B 
de sorte que le B-module a gauche BE est caracdrise par: 
b * x = bx = u(b) x = b(x) = $[b](x) 
pour tout x=.fE,!?et tout bEBcB. 
En resume, avec les notations introduites, les isomorphismes de (B - K)- 
bimodules: 
et 
caracterisent les structures des (B - K)-bimodules BEK et Bi?K. 
Ce resultat sera librement utilise dans la suite. 
LEMME 3.2. Etant don& un anneau AE& et un sowanneau a degres 
(B, c A) E 9, pour deux sous-anneaux a degres (B c A) E Y et 
(B’ c A) E Y, intermediaires entre B, et A, tels que (B, c B) E YO et 
(B, c B’) E YO, s’il existe un isomorphisme d’anneaux: 
u:B+B’=u(B)=B” 
qui laisse invariants les elements de l’anneau B,, avec les notations pre’ceden- 
tes, alors: 
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(a) Les (H - K)-bi-espaces vectoriels W= n W, et iii= nFVK ont des 
K-dimensions a droite non nulles finies et &gales: 
dimK[,W,]=dimK[,FV,]=q< so0 
et des H-dimensions a gauche non nulles (finies ou infinies) &gales: 
dim,[ H W,] = dim,[ ,@‘,I. 
(b) Les B-modules a gauche *E et ai? sont isomorphes. 
Preuve. L’isomorphisme d’anneaux: 
u: B-+ B’=u(B)= B” 
qui laisse invariants les elements de l’anneau B,, montre que les extensions: 
B,cB et B, c B’ = B” 
sont des extensions isomorphes et par suite les hypotheses (B, c B) E Sp, et 
(B, c B’) E 9, entrainent done: 
i[B: B,]=i[B’: B,]=q’< +cz 
et 
h,[B:B,]=h,[B’:B,]=m’< +-co. 
Compte tenu des hypotheses: (B c A) E Y, (B’ c A) E Y, (B, c B) E YO, 
(B, c B’) E 9f0 et des relations: 
BOcBcA et BOcB’cA 
le Lemme 2-5 de [ 141 entraine que les indices finis et non nuls verifient: 
i[A : B] x i[B : B,] = i[A : B,] = i[A : B’] x i[B’ : B,] 
c’est-a-dire: 
i[A : B] x q’ = i[A : B,] = i[A : B’] x q’ 
ce qui donne la relation: 
i[A : B] = i[A : B’] 
et que les hauteurs a gauche non nulfes (finies ou infinies) verifient: 
h,[A : B] x h,[B : B,] = h,[A : B,] = h/CA : B’] x h,[B’ : B,] 
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c’est-a-dire: 
h,[A : B] x m’ = h,[A : B,] = h,[A : B’] x m’ 
et puisque m’ estfini et non nul, le Corollaire 4, page 95 de [4] montre qu’il 
en rtsulte toujours [que h,[A : B,] soit lini ou infini] la relation: 
h,[A : B] = h,[A : B’]. 
En remarquant que les bi-espaces vectoriels: 
W= H.WK et w= HWX. 
vtritient les relations: 
dim.[,.W,] =dim,[,@“,] et dim,,[,.W,] =dim,[,,IV’,] 
et compte tenu de l’existence de l’isomorphisme de (B - K)-bimodules 
et de l’isomorphisme de (B’ - K)-bimodules: 
@‘: BJ’H, OH. ,z,,WK -+ ,,,EK 
le Theo&me 5-l de [ 131 entraine alors la relation: 
dimJ,W,]=i[A :B]=i[A: B’]=dim,[,.@‘,]=dimK[,~‘,]< +aj 
et la Proposition 6-l de [13] entraine alors la relation: 
dim,[,W,] =h,[A : B] =h,[A : B’] =dim,.[,,.@‘,] =dim,[,,FV’,] 
ce qui prouve la partie (a). 
La seconde relation de la partie (a) entraine I’existence d’un isomor- 
phisme de H-espaces vectoriels a gauche: 
j: HWK-* HWK 
qui determine done un isomorphisme de B-modules a gauche: 
(lF@,, j): FOH W+ FOH I?’ 
et par suite, la condition: 
o=S~(lF@,j)~@~’ 
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caractkrise done un isomorphisme de B-modules A gauche: 
ce qui prouve la partie (b) et achkve la dkmonstration. 
LEMME 3.3. Etant don& un anneau A E&, avec les hypotheses et les 
notations du Lemme 3-2, alors: 
(a) II existe un isomorphisme de (H - K)-bi-espaces vectoriels: 
u]: H W K 5 dFp,(.F,, BEA 
qui, ci tout w E H W, = &Ae, associe fn, E 9’B(BFH, BEK), tel que: f,,(&) = w, et 
caractPrisP par la condition: 
f,.(Y) = @CY 0 WI = YW 
pour tout y E F= BE. 
(b) II existe un isomorphisme de (H- K)-bi-espaces vectoriels: 
f: HP/C% ~B(BFH, 8~) 
qui, ri tout W E H @K N E’Ae, associe& E P”( BFH, BEK), tel que: fJ&) = W, et 
caractPrisP par la condition: 
f,-.(y)=~[yOW]=u(y)W 
pour tout y E F = BE. 
(c) En particulier, s’il existe un morphisme de B-modules ri gauche, 
non nul: 
qui est une application K-semi-IinPaire h droite, relative ci un automorphisme 
s E Aut( K), la condition: 
caractkrise un morphisme de H-espaces vectoriels ci gauche, non nul: 
g: H wK+ H@K 
qui est une application K-semi-linkaire ci droite, relative au m&me automor- 
phisme s E Aut( K). 
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Preuve. Les caracterisations de @ et des Contextes de Morita !TJI,, 93, 
et YJIm,, entrainent immediatement la partie (a). 
Avec les notations analogues, en remplacant B par B’, la partie (a) 
entraine l’existence d’un isomorphisme de (H’ - K)-bi-espaces vectoriels: 
rl’: w WK --) liVB~(&‘,,~, i&K). 
Compte tenu de l’isomorphisme de Contextes de Morita: 
et de la restriction des scalaires associte a l’isomorphisme d’anneaux: 
u: B + B’ = u(B) = B” 
il en resulte facilement la partie (b). 
I1 convient de remarquer que les relations: IF’ c YJ BFH), Ko c gB( BEK) 
et K“ c 2”(BEK), montrent que sur les ensembles 2’B(BFH, BEK) et 
TP( F B B “, BEK), les structures de (H - K)-bi-espaces vectoriels sont caracte- 
ristes par les conditions: 
pf2 = A0 of0 p” et ,LLf~ = i” .fo p” 
pour tout fE TB( BFH, BEK), tout fe 2? ( F B B “, BEK), tout i E K et tout p E H. 
Pour tout morphisme de B-modules a gauche: 
h: BEK -+ *EK 
la condition: 
g’= 9dl.t h) 
determine une application: 
caracttrisee par la condition: 
s’Cf1 = hof 
pour tout f~ L&( BFH, BEK). 
Pour tout p E H, ce qui precede entraine la relation: 
~‘CcLfl=~~~~~uf)=~~~~“=s’Cfl~~o=~~’Cfl 
ce qui montre que g’ est une application H-lineaire a gauche. 
De plus, si h est une application K-semi-lineaire a droite, relative a un 
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automorphisme SE Am(K), pour tout A E K, ce qui precede entraine la 
relation: 
g’[fl] = h 0 (fi) = h 0 3.0 of= [S(A)]“G hof= [s(A)]“og’[f] = g’[f] s(i) 
ce qui montre que g’ est aussi une application K-semi-lintaire a droite, 
relative au meme automorphisme sE Aut(K). 
Si (u.;)~~, constitue une base du H-espace vectoriel a gauche HW, ce qui 
donne: HW= eiG, Hw,, et par suite: 
BE= clqBF@” W] = @ 
[ 
@ (BF@H Hw;) = @ @CBF@oH w,], 
rtl 1 rEl 
avec les notations de la partie (a), en posant: f, =f,,., pour tout in I, les 
B-modules a gauche: 
BE, =fi(BF) = @rBFO,, wj] = @[BFOH Hw;] 
vtrifient done la relation: 
BE= 0 &i= 0 fz(~F). 
iGl iel 
La condition: g’ = 0, entraine: h of, = g’[f,] = 0 pour tout in Z, ce qui 
implique: 
h[,E]=h @f.( F) =c hofi(BF)=O 
L, * B I iEl 
c’est-a-dire: h = 0. 
I1 en resulte que si le morphisme de B-modules a gauche h n’est pus nul, 
l’application g’, qui est une application H-lintaire a gauche et aussi une 
application K-semi-lidaire a droite, relative au mCme automorphisme 
s E Aut(K), n’est pas n&e. 
Compte tenu des isomorphismes de (H - K)-bi-espaces vectoriels q 
et ?j des parties (a) et (b), les proprietes de g’ impliquent les proprietes 
analogues pour: 
ce qui prouve la partie (c) et acheve la demonstration. 
LEMME 3.4. Etant don& un (H - K)-bi-espace vectoriel W = H W,, non 
nul, de H-dimension ri gauche quelconque et de K-dimension b droite finie non 
nulle q = dim,[, W,], il d&ermine l’anneau simple D = -?TK( H W,) et l’ex- 
tension: H c D, ainsi que l’anneau completement primitif C = 2’J H W,) et 
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l’extension: I?’ c C, pour laquelle Ie corps gauche I?, opposti au corps gauche 
K, est isomorphe au sous-corps gauche p de lhnneau C ohtenu en associant 
d tout 1 E K, I’&lPment I0 E I?” ident@ ci I’t%ment I” de C caractbisk par la 
condition: l’(w) = i” w = wi, pour rout w E W. 
Les anneaux D, H, C et k?, considt?Ps comme plonghs dans l’anneau C’ = 
End(W) des endomorphismes du groupe ahklien W, dkterminent les anneaux: 
T= Hi?=$?H et Q=CnD=End(,,W,) 
de sorte que W = H W, dbtermine un T-module 13 gauche W = 7-W. Alors: 
(a) Si lhnneau C= YJ II W,) est engendrb par une partie C’ c C, 
consti&e par des applications K-semi-lineaires b droite, alors le T-module ri 
gauche W = T W est semi-simple et de longueur ,finie infkrieure ou hgale ir q. 
(b) Si de plus l’anneau Q est premier, alors le T-module ir gauche 
W = .W est semi-simple isotypique de longueur ji:nie irzfkrieure ou @gale ir q 
et l’anneau Q est un anneau simple. 
Preuve. L’anneau T est le sous-anneau de 27 = End(W) engendrk par 
les deux sous-anneaux H et k? qui commutent, de sorte que le (H - K)-bi- 
espace vectoriel W= H W, dktermine un T-module L’I gauche, pour lequel 
l’anneau Q des endomorphismes du (H - K)-bi-espace vectoriel W = H W, 
vkiiie aussi: 
et plus gkntralement les (H - K)-sous-bi-espaces vectoriels V= NVK de 
w= HWK, coi’ncident avec les T-sous-modules i gauche V= 7.V de 
w= TW. 
De plus, la relation: 
dimK[.V]=dim,[,,V,]ddim,[,W,]=q< +Y; 
entraine que toute cha’ine strictement dkcroissante de T-sow-modules i 
gauche de W= =W est linie et de longueur inftsrieure ou kgale g q, ce qui 
montre que W = ,.W est un T-module g gauche de longueur ,finie infkieure 
ou &gale i q. 
De m&me, l’ensemble ^ t; des T-sous-modules B gauche non nuls de W 
dont la K-dimension g droite: dim,[ nV,] = r. > 0, est minimale, n’est pas 
vide et il est constitut: par des T-modules B gauche simples. 
Un module V, E Y’j ttant fix&, pour tout u E C’, puisque II est une appli- 
cation H-lirkaire i gauche et s-semi-linkaire B droite pour un auto- 
morphisme SE Aut(K), l’application u ne constitue pas, en gtnkral, un 
morphisme de (H - K)-bi-espaces vectoriels, mais il est immkdiat que 
V = u( V,), constitue nkanmoins un (H - K)-sous-bi-espace vectoriel 
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V= “VK de W= HWK, c’est-a-dire un T-sous-module a gauche V= .V de 
W= rW, qui verifie d’ailleurs: 
r=dim,[,V,]<dim,[,VO,]=r,. 
Si V n’est pas nul, le caracttre minimal de rO entraine r = rO et VE -y^, 
mais a priori V n’est pas nhcessairement isotypique ri Vo. 
11 en resulte nlanmoins que le T-module a gauche 
w”=Two= 1 U(V”) 
utC’ 
et contenu dans le socle Soc( .W) du T-module a gauche W= TW. 
Sous l’hypothese de la partie (a), pour tout CE C, il existe une famille 
Iinie (u,) d’elements USE C’, telle que: c = C, u,, ce qui entraine: 
4 Vo) = c u,( Vo) = wo 
et par suite: 
c. v,c w()cs0c(.w)c w, 
Comme W est naturellement un C-module a gauche simple, ce qui 
donne: W= C. Vo, il en resulte la relation: 
w=c. v,= W,=Soc(.W) 
qui etablit que le T-module a gauche W= TW est semi-simple, ce qui 
acheve la demonstration de la partie (a). 
L’anneau d’endomorphismes: 
est done le produit des anneaux d’endomorphismes des composantes 
isotypiques du T-module a gauche semi-simple W= rW. 
L’hypothese supplementaire de la partie (b), selon laquelle l’anneau Q 
est premier, entraine done qu’il n’existe qu’une seule composante iso- 
typique, c’est-a-dire que le T-module a gauche W= .W est semi-simple et 
isotypique. 
De plus, la Proposition 4, p. 41 de [S] montre que I’anneau 
Q=CnD=End(,,W,)=6P,(.W) 
des endomorphismes du T-module a gauche W = T W semi-simple isotypique 
de Iongueur finie infirieure ou &gale a q, est un anneau simple, ce qui acheve 
la demonstration. 
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THBOR~ME 3.5 (Premier theoreme de prolongement des isomorphis- 
mes). Etant don& un anneau A E&, pour tout sous-anneau (B, c A) E 9’ 
tres fortement galoisien et pour deux sous-anneaux faiblement tquilibrts 
(B c A) E Y et (B’ c A) E 9, intermediaires entre B, et A, c’est-a-dire tels 
que: 
BOcBcA et B,c B’cA 
si (B, c B) E 9f0 et (B, c B’) E 9f0, alors tout isomorphisme d’anneaux: 
u: B+ B’ 
qui laisse invariants les elements de l’anneau B,, se prolonge en un auto- 
morphisme 
(T E GO = Gal[A : B,] c Gal[A : B,] 
qui induit un isomorphisme de lhnneau simple A(B) = A(B) commutant 
commun de B dans les anneaux 2 et A, sur lhnneau simple A(B’) = A(B’) 
commutant commun de B’ dans les anneaux A et A. 
Preuve. Pour le sous-anneau (B, c A) E Y “fortement galoisien,” le 
groupe de Galois: 
Gal[A : B,] =G,cAut(A) 
determine l’anneau d’endomorphismes U, = U( G,), qui veritie: 
K”c U(G,)= U,=~,=C(B,)=L-,(B,) 
et qui, d’apres le Corollaire 4-6 de [ 151, constitue un (KY’ - I$‘)-bimodule 
de Galois. 
Les relations: B, c B c A et B, c B’ c A, impliquent les relations: 
C(A)=&=f=C(B)cC(B,)=f, 
et 
C(A) = I?’ c r’ = C( B’) c C( B,) = r,, 
qui montrent que r et r’ sont des sous-(ti - IF’)-bimodules non nuls du 
(I?’ - Ko)-bimodule de Galois r,, = U(G,). 
Le Corollaire 4-7 de [ 151 entraine done que r est engendre par au 
moins une famille (cp,) d’elements non nuts ‘pi E F’, qui sont des applications 
K-semi-lintaires a droite et que r’ est engendre par au moins une famille 
(q;) d’elements non nuls ‘pi E r’, qui sont des applications K-semi-lintaires 
a droite. 
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Les hypotheses permettent d’utiliser les Notations introduites dans 
les Preliminaires 3-1, ainsi que les proprietes Clementaires qui Ctablissent 
l’existence des isomorphismes de (B - K)-bimodules: 
et 
et de l’isomorphisme de (B’ - K)-bimodules: 
@‘I B,FH. OH’ HrWK + E A K. 
Compte tenu du Lemme 3-2, le (H - K)-bi-espace vectoriel W= H W, 
non nul, de H-dimension a gauche quelconque et de K-dimension a droite 
finie non nulle q = dim,[ HWK] determine l’anneau simple D = 9K(H W,) 
et l’extension: Hc D, ainsi que l’anneau completement primitif C= 
9,( H W,) et I’extension: 9 c C. 
Les anneaux D, H, C et Z?“, consider& comme plonges dans l’anneau 
Z’ = End(W) des endomorphismes du groupe abtlien W, diterminent les 
anneaux: 
T=Hk%=$‘H et Q=CnD=End(,W,) 
de sorte que W= H W, determine un T-module a gauche W = TW. 
Le Theoreme l-l de [14] montre que l’isomorphisme de (B-K)- 
bimodules @ determine un morphisme d’anneaux, injectif: 
6: C = pH( H W,) + C = End(E) 
caracttrist par: 
y’=&y]=@c(l.@y)o@~’ pour tout y E C 
et que I’anneau completement primitif: 
r=Z’,.(B)=Z(B)=End,($) 
est l’image canonique par 6 de l’anneau completement primitif C= 
YH(HWK), de sorte que: 
f=C=&[C] et Ko=dqP] 
et que 6 induit un isomorphisme de l’extension: I?‘c C, sur l’extension: 
P c r. 
En particulier, pour tout s E Aut(K) et pour tout y E C d’image &[y] = 
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y’ E r, puisque @ est une bijection K-lintaire a droite, il est facile de verifier 
que pour que y’ soit une application s-semi-lineaire a droite, il faut et il 
sufftt que y soit une application s-semi-lineaire a droite. 
Puisqu’il a Cte montre que I- est engendre par une famille (cp,) d’tltments 
non nuls (pi E I-, qui sont des applications K-semi-lineaires a droite, il en 
resulte que C = 9”( HWK) est egalement engendre par une famille (yI) d’tle- 
ments non nuls yip C, qui sont des applications K-semi-lineaires a droite. 
De plus, il est immediat que & induit un isomorphisme de l’anneau Q sur 
son image canonique: &[Q] = Q, q ui est done constitute par les elements 
de 6, [C] = C = r, qui sont aussi des applications K-lineaires a droite, c’est- 
a-dire qui appartiennent a A, ce qui donne: 
&[Q] = 0 = rn A = rn J= A(B) = A(B). 
Le sous-anneau (B c A) E 9’ etant “faiblement Cquilibre,” l’anneau 
A(B) = A(B) est un anneau premier et par suite l’anneau isomorphe Q est 
un anneau premier. 
Les hypotheses du Lemme 3-4 sont done verifiees et par suite, le 
T-module a gauche W= .W est un module semi-simple isotypique de 
longueur finie n inferieure ou egale a q et l’anneau: 
A(B) = A(B) 
isomorphe a l’anneau Q est un anneau simple. 
De m&me, compte tenu du Lemme 3-2, le (H- K)-bi-espace vectoriel 
W= H@‘K non nul, de H-dimension a gauche quelconque et de K-dimen- 
sion a droite tinie non nulle q = dim,[ ,fVz’,] determine l’anneau simple 
D’ = 55’J HpK) et l’extension: H c D’, ainsi que l’anneau completement 
primitif C’ = Y”( “WK) et l’extension: I? c C’. 
Les anneaux D’, H, C’ et I?‘, consider& comme plonges dans l’anneau 
C’ = End( 8’) des endomorphismes du groupe abelien W, dtterminent les 
anneaux: 
T’=HI?‘=fiH et Q’ = C’ n D’ = End( H W,) 
de sorte que F= HWK determine un T’-module a gauche F= ..I?? 
En utilisant le Lemme 2-2 de [ 131, un argument analogue a celui utilise 
dans la demonstration du Thtortme l-l de [14] montre que l’isomor- 
phisme de (B - K)-bimodules: 
6: BFH@H HWK --t Bsi?K 
determine un morphisme d’anneaux, injectif: 
5: C’ = &( H wK) + .Z = End(E) 
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caracterise par: 
I 
y”=~[y’]=~“(l.oy’)~~-’ pour tout y’ E C’ 
et que l’anneau completement primitif: 
I-’ = C,.(B’) = C(S) = End..(&) = End,( $) 
est l’image canonique par & de I’anneau completement primitif C’ = 
LZ’J n F’,), de sorte que: 
et que G induit un isomorphisme de l’extension: k?‘c C’, sur l’extension: 
Per’. 
En particulier, pour tout s E Aut(K) et pour tout y’ E C’ d’image &[?‘I = 
y” E r’, puisque 8 est une bijection K-lineaire a droite, il est facile de verifier 
que pour que 7’ soit une application s-semi-lintaire a droite, il faut et il 
suffit que y’ soit une application s-semi-lintaire a droite. 
Puisqu’il a ete montre que r’ est engendre par une famille (q,!) d’ele- 
ments non nuls ‘p,! E r’, qui sont des applications K-semi-lintaires a droite, 
il en resulte que C’ = YH( ,WK) est Cgalement engendre par une famille (7;) 
d’tlements non nuls y,! E C’, qui sont des applications K-semi-lineaires a 
droite. 
De plus, il est immediat que 8 induit un isomorphisme de l’anneau Q’ 
sur son image canonique 5[Q’] = Q’, qui est done constituee par les 
elements de $[ C’] = C’ = r’, qui sont aussi des applications K-lineaires a 
droite, c’est-a-dire qui appartiennent a 4, ce qui donne: 
&[Q’]=@=r’nA=r’nd=&B’)=A(B’). 
Le sous-anneau (B’ c A) E Y etant “faiblement tquiiibre,” l’anneau 
A(#) = A(Z) est un anneau premier et par suite l’anneau isomorphe Q’ est 
un anneau premier. 
Les hypotheses du Lemme 3-4 sont done veritiees et par suite, le T’-mo- 
dule a gauche m= r,p est un module semi-simple isotypique de longueur 
linie n’ inftrieure ou tgale a q et l’anneau: 
A(B’) = A(P) 
isomorphe a l’anneau Q’ est un anneau simple. 
11 convient de noter que le Lemme 3-4 et sa demonstration montrent que 
l’ensemble des T-sous-modules a gauche simples du T-module a gauche 
W= TW= H W, coi’ncide avec l’ensemble “y;, des T-sous-modules a gauche 
non nuls V= .I’= HVK de W, dont la K-dimension a droite: dim,[,V,] = 
r. > 0, est minimale. 
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De meme l’ensemble des T’-sous-modules a gauche simples du T’-mo- 
dule a gauche @= r, W= HWIK cokcide avec l’ensemble Vb des T’-sous- 
modules a gauche non nuls V’ = r,V’ = HV’K de @‘, dont la K-dimension a 
droite: dim.[,V,] = rb > 0, est minimale. 
Ces proprittes preliminaires ttant demontrees, en posant: u(b) = b”, pour 
tout b E B, le groupe abtlien: 
peut &tre caracterise par la condition: 
Puisque l’isomorphisme d’anneaux: 
u: B-tB’=u(B)=B” 
laisse invariants les elements de l’anneau B,, ce qui se traduit par: b;; = b, 
pour tout b, E B,, la condition: h E X, entraine: hb, = b,h pour tout b, E B,, 
c’est-a-dire: h E C( B,) = r,, ce qui entraine la relation: 
Pour tout b E B, les relations: b E B c A et b” E B’ c A, montrent que b et 
b” commutent avec les elements 1’ E p, ce qui entraine immtdiatement que 
les conditions: h E X et ,I0 E Ko, impliquent: 
(I”oh)eX et (hOAO)EX 
et par suite, X est un sous-(Ep - KY’)-bimodule du (K” - p)-bimodule de 
Galois f, = U(G,). 
La partie (b) du Lemme 3-2 montre que X est un sous- - Ko)- 
bimodule non nul du (K” - p)-bimodule U, = U(G,), et par suite, la partie 
(b) du Corollaire 4-7 de [ 151 entraine qu’il existe au moins un morphisme 
non nul: 
h E x= =YB(,E,, SK) 
qui est aussi une application K-semi-liniaire a droite, relative a un auto- 
morphisme s E Aut(K). 
La partie (c) du Lemme 3-3 entraine alors qu’il existe un morphisme de 
H-espaces vectoriels a gauche, non nul: 
qui est aussi une application K-semi-lineaire a droite, non nulle, relative au 
m&me automorphisme sE Aut( K). 
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11 a tte montre que W = H W, = T W est un T-module a gauche semi-sim- 
ple isotypique de longueur linie n, dont Y’,j est l’ensemble des sous-modules 
simples et que @= HWK= =,@ est un T’-module a gauche semi-simple 
isotypique de longueur linie n’, dont Vb est I’ensemble des sous-modules 
simples. 
11 en resulte d’abord qu’il existe au moins un T-module a gauche simple 
V, E Vi, tel que V’, = g( V, ) ne soit pas nul, de sorte que g induit une appli- 
cation surjective non nulle: 
u: v, + v; 
qui est H-lineaire a gauche et s-semi-lineaire a droite. 
Le noyau de u est done un sous-(H - K)-bi-espace vectoriel propre de 
V,, c’est-a-dire un T-sous-module a gauche propre de Vi, et puisque V, est 
un T-module a gauche simple, ce noyau est nul, ce qui prouve que u est 
une hijection. 
Puisque le T’-module a gauche W= H@IK = T.E est semi-simple, il existe 
done VO E Vb tel que: Vb c Vi. I1 est immediat que V, = up ‘( Vb) est un 
sous-(H- K)-bi-espace vectoriel non nul de V,, c’est-a-dire un T-sous- 
module h gauche du T-module a gauche simple V, E Vi, ce qui entraine: 
V, = V,. 11 en rtsulte Vb = Vi et par suite Vi E Y‘b. 
Ainsi, il existe un T-module a gauche simple V, E ^ y;, un T’-module a 
gauche simple V’, E Yb et une hijection: 
24: v, -+ v; 
qui est H-lineaire a gauche et s-semi-lineaire a droite, ce qui entraine done: 
rO = dim,[ H V, K] = dim,[, V,’ K] = rb. 
Le T-module a gauche W= rW etant semi-simple isotypique de type V, 
et de longueur tinie n, il admet une decomposition isotypique linie de la 
forme: 
, = II 
w= V,@ V,@ ..’ @ Vi@ ... @V,= @ v, 
/=l 
et le T’-module a gauche w = 7. @ Ctant semi-simple isotypique de type V’, 
et de longueur linie n’, il admet une decomposition isotypique finie de la 
forme: 
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I1 existe done des isomorphismes de T-modules a gauche, c’est-a-dire des 
isomorphismes de (H - K)-bi-espaces vectoriels: 
t,: v, 3 v I 
ce qui entraine: 
et de meme, il existe des isomorphismes de T-modules a gauche, c’est-a- 
dire des isomorphismes de (H - K)-bi-espaces vectoriels: 
ce qui entraine: 
2;: v; zi v; 
dim,[ ,, v/,1 = dim.[ H I’,’ K] = rb. 
Compte tenu des decompositions isotypiques de W et de IV, la partie (a) 
du Lemme 3-2 entraine la relation: 
n x r. = q = n’ x rb 
dans laquelle: y0 = rb # 0, ce qui implique done l’egalite: 
n=n’ 
qui montre que W et IV ont la mPme longueur n = n’. 
Pour les entiers j tels que: 1 d j < n = n’, les conditions: 
vi = t; ut; ’ 
caracterisent done des bijections: 
v,: v, -+ v; 
qui sont H-lineaires a gauche et s-semi-lineaires a droite. 
11 en resulte done une bijection: 
, = ,I ., = ,I i = II 
v=@vi:w=@ V,+F=@ v; 
,=I I= 1 j= I 
qui est une application H-lineaire a gauche et s-semi-lineaire a droite. 
I1 est alors possible d’envisager la bijection: 
qui est une application B-lineaire a gauche et s-semi-lintaire a droite. 
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La condition: 
caracterise done une bijection: 
qui est une application B-lintaire a gauche et s-semi-lineaire a droite. 
Ainsi, il existe un element inversible: 
(PEX=.Y( E B B K, BEK)c~~(BO)=C(BO)=~~= Uo= WC,) 
qui est aussi une bijection s-semi-lintaire a droite, relative a un automor- 
phisme s E Aut(K). 
Dune part, le Lemme 2-l de [ 151 entraine alors: 
cp ENor[r:; (&?)*I 
et par suite, le Corollaire 2-5 de [ 151 montre que cp determine un automor- 
phisme: 
p(q) = CJ EGal[A : B,] c Gal[A : B,] 
caracttrist par la condition: 
pour tout a E A ou pour tout a E 4. 
D’autre part, avec les notations de [ 151, en considerant une “section 
speciale” (cps) relative au groupe Gal[A : B,] = G, c Aut(A), la partie (c) 
du Corollaire 4-7 de [ 151 entraine qu’il existe un element (pg de la “section 
speciale” (cps), un element c E R, = R(G,) et un scalaire p E K, tels que: 
et puisque cp est inversible, alors: p # 0 et c E R,*. 
L’hypothese: le sous-anneau (B, c A) E 9’ est “tres fortement galoisien,” 
implique que le groupe de Galois Gal[A : B,] = Go c Aut(A) est un 
N-groupe et la Definition 5-4 de [ 151 entraine que pour l’ekment c E R,*, 
l’automorphisme interieur g’= p,(c) de l’anneau 2 est un element du 
groupe Go. 
Par construction, la “section spiciale” (qa) verifie: 
~(cpp) = gp E Go 
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ce qui entraine: 
et la condition: cp E X, implique: 
cpb = b”cp pour tout b E B 
ce qui entraine: 
u(b)=b”=cpbq-‘=g(b) pour tout b E B. 
Ainsi, il existe bien un automorphisme: 
o E G,, = Gal[A : B,] c Gal[A : B,] 
qui prolonge l’isomorphisme d’anneaux: 
u: B + B’ = u(B) = B”. 
11 est alors immtdiat que CT induit un isomorphisme de l’anneau 
simple A(B) = 4 (B) sur l’anneau simple A( B’) = A( B’), ce qui acheve la 
demonstration, 
THBOR~ME 3.6 (Second theoreme de prolongement des isomorphis- 
mes). Etant don& un anneau A ELZ?, pour tout “sous-anneau galoisien 
regulier” B, de A et pour deux sous-anneaux equilibres B et 8’ de A, inter- 
mediaires entre B, et A, c’est-a-dire tels que: 
BOcBcA et B,cB’cA 
tout isomorphisme dhnneaux: 
u: B+ B’ 
qui laisse invariants les elements de lhnneau B,, se prolonge en un automor- 
phisme 
CT EG, = Gal[A : B,] c Gal[A : B,] 
&men? du groupe de Galois regulier GO c Aut(A) qui vertjie: B, = AGo. 
De plus, a induit un isomorphisme entre les Z-algdbres simples et de rungs 
jinis: 
A(B) = A(B) = B(G) et A(B’)=A(B’)=R(G’) 
170 MICHEL HACQUE 
qui constituent les algPbres des groupes de Galois rkguliers: 
Gal[A : B] = G c Aut(A) et Gal[A : B’] = G’c Aut(A). 
Preuve. La Definition 2-5 montre que le sous-anneau galoisien rkgulier 
BO de A est un sous-anneau kquilibrk (B, c A) E cYO, qui vtrifie les condi- 
tions equivalentes de la Proposition 2-4. 
D’une part, il en resulte bien que le groupe de Galois Gal[A : B,] = 
GO c Aut(A), est un F-groupe ou un “groupe rkgulier” qui determine le sous- 
anneau Cquilibre et galoisien B, = AGo de A. 
D’autre-part, il en resulte que le sous-anneau B, de A est un sous-anneau 
Cquilibre trPs fortement galoisien. 
La Definition 6-7 de [ 151 et la Definition 2-6 montrent que les sous- 
anneaux equilibres (B c A) E YO et (B’ c A) E YO, sont naturellement des 
sous-anneaux faiblement kquilibrks. 
Compte tenu des relations: 
(B,cA)E%, (BcA)E$, et (B’cA)E~ 
pour les anneaux B et B’ intermediaires entre B, et A, c’est-a-dire tels que: 
BOcBcA et B,cB’cA 
le Corollaire l-4 entraine les relations: 
(B,cB)E~ et (B,c B’)E$,. 
Les hypotheses du Theo&me 3-5 sont done v&kites et par suite, ii mon- 
tre que tout isomorphisme d’anneaux: 
u: B+ B’ 
qui laisse invariants les elements de l’anneau B,, se prolonge en un auto- 
morphisme 
aEG,=Gal[A:B,]cGal[A:B,] 
qui induit un isomorphisme de l’anneau simple A(B) = ,4(B) sur l’anneau 
simple A( B’) = A( B’). 
Le Theoreme 8-6 (Correspondance de Galois restreinte) de [ 151, montre 
alors que B et B’ sont des sous-anneaux galoisiens rkguliers de A, de groupe 
de Galois rkguliers: 
et 
Gal[A : B] = G c Aut(A) 
Gal[A : B’] =G’cAut(A) 
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qui verifient d’ailleurs: 
B=A” et B’ = A “. 
Si Z= Z(K) =Z(A) est le centre commun a K et a A, la partie (e) du 
Theoreme 6-6 de [ 151 entraine les relations: 
A(B)=A(B)=R(G) et A(B’)=A(B’)=R(G’) 
et montre que ces anneaux sont des Z-algebres simples et de rangs finis, ce 
qui acheve la demonstration. 
4. SOUS-EXTENSIONS D'UNE EXTENSION GALOISIENNE R~GULI~RE 
Pour un anneau AE.E+’ et pour un groupe d’automorphismes 
G,, c Aut(A), si G, est un F-groupe ou un “groupe r6gulier” qui determine le 
sous-anneau Pquilibrk et galoisien B, = A”O de A, c’est-a-dire si B, est un 
sous-anneau galoisien rPgulier de A, de groupe de Galois Gal[A : B,] = 
G, c Aut(A), le Theoreme 8-6 (Correspondance de Galois restreinte) de 
[ 151 montre que les conditions: 
G-+A’ et B + Gal[A : B] 
caracterisent des correspondances bijectives reciproques entre l’ensemble 
go = g(A; G,) des sous-groupes G de GO qui sont des B-groupes ou des 
“groupes bien adapt&s” [qui coincide avec l’ensemble des sous-groupes G de 
G, qui sont des F-groupes ou des “groupes rPguliers”] et l’ensemble 
9’(A; B,) des sous-anneaux Pquilibrks B de A, intermgdiaires entre B, et A, 
c’est-a-dire qui verifient: B, c B c A. 
Tout d’abord, il convient de remarquer que pour tout anneau 
BE Y(A; B,), qui virilie done: (B, c A) E Y, et (B c A) E 9& le Corol- 
laire l-4 entraine la relation: (B, c B) E YO,, qui montre que B, est un sous- 
anneau fini de B. 
DEFINITION 4.1. Etant donnes un anneau A E d et un sous-anneau 
galoisien rkgulier B, de A, la categoric L&, des “sous-extensions” de l’exten- 
sion galoisienne reguliere (B, c A), est caracterisee par les conditions 
suivantes: 
(a) L’ensemble des objets de go, note egalement aO, est constitue 
par les “sous-extensions” (finies) (B, c B) determintes par les anneaux 
BE Y(A; B,), de sorte que les conditions: (B,c B) E go, BE BO et 
B E 9’(A; B,) sont equivalentes. 
(b) Pour deux objets BE go et B’ E BO, l’ensemble &$,( B, B’) des mor- 
phismes dans J?& de B dans B’, ou de (B, c B) E 2& dans (B, c B’) E $,, est 
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constitue par les B,-isomorphismes de B sur B’, c’est-a-dire par les isomor- 
phismes d’anneaux: 
u: B + B’ 
qui laissent invariants les elements de l’anneau B,. 
Les notions (classiques pour les corps) d’extensions “conjuguees” et 
d’extensions “isomorphes” se generalisent de la faGon suivante. 
DEFINITION 4.2. Etant donnb un anneau A E& et un sous-anneau 
galoisien rtgulier B, de A qui determinent la categoric &, des “sous-exten- 
sions” de (B, c A), alors: 
(a) Deux sous-extensions (B, c B) E a0 et (B, c B’) E ?& sont “conju- 
guees” (sur B,) dans A s’il existe au moins un automorphisme CT E G,, = 
Gal[A : B,] tel que 
B’ = o(B) = B”. 
Les anneaux BE &, et B’ E gO sont alors appeles des anneaux “conjugrkr” 
(sur B,) dans A. 
(b) Deux sous-extensions (B, c B) E 9&, et (B, c B’) E 9$, sont “iso- 
morphes” s’il existe au moins un B,-isomorphisme u de B sur B’, c’est-a-dire 
si: ,C#,JB, B’) # @, ce qui s’ecrit: B- B’. 
En particulier, toute sous-extension (B, c B) E @,, identifite a l’anneau 
BE @,, = ,4p(A; B,), determine son “ensemble d’isomorphie” 
[B] = {B’E%?~/ B- B’} 
constitue par l’ensemble des anneaux B’ qui sont B,-isomorphes a B. 
TH~OR~ME 4.3. Etant don&s un anneau A E S? et un sous-anneau galoi- 
sien regulier B, de A, de groupe de Galois Gal[A : B,] = G, c Aut(A) et qui 
determine la categoric .@, des “sow-extensions” de (BO c A), alors: 
(a) Le groupe G, opere sur lhnsemble PJO = Y(A; B,) par la loi: 
GoxPdo+~o 
(8, B) + g(B) = Bg 
et le groupe GO opere sur I’ensemble g,, = g(A; GO) par la conjugaison: 
Go x go -+ go 
(g, G) -+ gGg-’ = Gg 
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de sorte que pour tout BE L&, et tout G E go associes par les conditions: 
B=AG et G=Gal[A : B] 
les transformts Bg E @, et G” E g, sont associes par: 
B”=AGR et CR = Gal[A : B”]. 
(b) Pour tout anneau BE &,, son “ensemble d’isomorphie”: 
[B] = (B’E~~) B- B’) 
coincide avec sa “classe de conjugaison,” c’est-a-dire avec l’orbite: 
G,(B) = {g(B) = BR I g E Go) 
de l’anneau B pour l’action du groupe G, sur 9$. 
(c) En particulier, pour tout anneau BE &IO et tout groupe G E g,, = 
g(A; G,) associes par les conditions: 
B=A” et G = Gal[A : B] 
et qui determinent le groupe d’isotropie: 
A = AIGO; G] = Nor[G,; G] = Stab[G,; B] 
le GO-espace homogene [B] = G,(B) est isomorphe au GO-espace homogene 
Go/A dt$ni par le sous-groupe A de G,. 
Preuve. Pour tout BE a0 = 9’(A; B,) et pour tout 
g E G, = Gal[A : B,] c Gal[A : B,] 
en posant: Bg = g(B), il est immediat que g induit un isomorphisme des 
extensions: 
B,cBcAcA 
sur les extensions: 
Les conditions: BE d et (B c A) E YO entrafnent done: B” E d et 
(BRcA)gYO. 
De plus il en resulte egalement la relation: 
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qui entraine facilement, compte tenu de la Definition 6-7 de [ 151, que 
(B” c A) est un sowanneau Pquilibrk, c’est-a-dire que: B” E SF&, = .Y’(A; B,). 
Ainsi, pour tout BE go et tout g E GO, alors B” E 9??(,, ce qui prouve bien 
que le groupe G, opere sur gO. 
Puisque g E G, induit un isomorphisme de l’extension (B c A) sur I’exten- 
sion ( BR c A), le transport de structure qu’il determine entraine facilement 
la relation: 
Gal[A : BY] = gGg ’ = GY. 
Le Theoreme 8-6 (Correspondance de Galois restreinte) de [ 151 montre 
d’une part que la condition: BR ES&, = Y(A; B,), entraine la condition 
CR E go = g(A; G,), ce qui montre bien que le groupe G, opere par la conju- 
gaison sur I’ensemble de groupes go = g(A; G,,), et montre d’autre part qu’il 
en resulte la relation: 
ce qui acheve la demonstration de la partie (a). 
Tout anneau BE 2& = ,Y’(A; B,) verifie naturellement: 
G,(B) = CfJl. 
Reciproquement pour tout B’ E [B], c’est-a-dire pour tout anneau 
B’ E S$ = 9’(A; B,) pour lequel il existe un B,-isomorphisme: 
u: B -+ B’ = u(B) 
le Thtoreme 3-6 entraine l’existence d’un automorphisme: 
c E G, = Gal[A : B,] c Gal[A : B,] 
qui prolonge u, ce qui donne: 
B’= u(B) = o(B) = B” 
et par suite: B’ E G,(B), ce qui entraine: 
CBI = G,(B). 
11 en resulte bien l’egalite: 
CBI = G,(B) 
qui prouve la partie (b). 
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Compte tenu de la partie (a), le Theoreme 8-6 (Correspondance de 
Galois restreinte) de [ 151 entraine l’equivalence des conditions: 
BK=B et GK=G 
ce qui prouve l’tgalitt: 
Stab[G,; B] = Nor[G,; G]. 
La partie (b) montre bien que [B] = G,(B) est un GO-espace homogene 
et les affirmations complementaires de la partie (c) resultent des proprittes 
classiques des espaces homogenes, ce qui acheve la demonstration. 
TH~OR~ME 4.4. Etant donnes un unneau A E .d et un sous-anneau galoi- 
sien regulier B, de A, de groupe de Galois: Gal[A : B,] = G, c Aut(A), pour 
tout groupe GE go = g(A; G,) et tout anneau BE 95,, = .Y(A; B,,) lies pur les 
conditions: 
B=A” et G=Gal[A : B] 
alors: 
(a) Le groupe G determine le groupe d’isotropie: 
A = A[G,; G] = Nor[G,; G] = Stab[G,; B] 
et par suite il existe un morphisme de groupes: 
p:A=A[G,;G]+G’=Gal[B: B,] 
tel que pour tout g E A, alors p(a) = IJ’ est la restriction de CJ au sous-anneau 
equilibre et galoisien B de A. 
(b) I1 existe une suite exacte de groupes, de la forme: 
{l}---tGal[A:B] - A[G,; G] -% Gal[B : B,] - { I} 
qui donne: 
G’ = Gal[B : B,] = Gal[A ’ : AoO] = A[G,; G]/Gal[A : B]. 
(c) Pour le groupe de Galois: G’=Gal[B:B,]=Gal[A”:AoO]c 
Aut(B), l’anneau des invariunts B”’ verifie la relation: 
B”‘=A”=A” 
duns laquelle le groupe /1^ est le sature du groupe A c Aut(A). 
4x1 113 I-12 
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Preuue. Le Theoreme 4-3 entrame immediatement la partie (a) et 
montre que Gal[A : B] est le noyau de p. 
Pour tout automorphisme CT’ E G’ = Gal[B : B,], le Theoreme 3-6 
entraine qu’il existe au moins un automorphisme 0’ E G, = Gal[A : B,], qui 
prolonge CJ’. 
I1 en rtsulte immtdiatement les relations: 
C’EA =AIGo; G] et p(6’) = 6’ 
qui montrent que le morphisme de groupes p est surjectif, ce qui acheve la 
demonstration de la partie (b). 
La relation: G c A, entraine d’abord: A A c AC = B, et puisque la partie 
(b) montre que le groupe G’ = Gal [ B : B,] est l’ensemble des restrictions g 
B des elements du groupe A = A [G,; G], il en resulte la relation: BG’ = A ‘. 
De plus, les Propositions 4-8 et 5-l de [ 151 entrainent la relation: 
A” = A”, ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 4.5. Sous les hypotheses du Theoreme 4-4, si le groupe de 
Galois G = Gal[A : B] est un sous-groupe distingue du groupe de Galois 
G,=Gal[A : B,], [ce qui Pquiuaut a la condition: A = A[G,; G] = 
Gal[A : B,] = G,, ou a la condition: l’anneau B est globalement invariant 
par tout automorphisme element du groupe de Galois G,=Gal[A : BO]], 
alors le sous-anneau tini B, de B est un sous-anneau tini galoisien, de 
groupe de Galois: 
G’=Gal[B: B,] =Gal[A : B,]/Gal[A : B] =G,/G. 
Preuoe. Cela resulte immtdiatement du Theoreme 4-4, qui entrafne en 
particulier la relation: 
B”‘=A”=A%=B 
0 
ce qui acheve la demonstration. 
DI~FINITION 4.6. Etant donnes un anneau A E &’ et un sous-anneau 
galoisien regulier B, de A, de groupe de Galois: Gal[A : B,] = Go c 
Aut(A), un groupe G E go = g(A; G,) est appele un sous-groupe faiblement 
distingue du groupe de Galois Go = Gal[A : B,] c Aut(A) si le sature /i du 
groupe d’isotropie A = A [Go; G] c Aut(A) vbrifie: /i = Go. 
Naturellement, si G est un sous-groupe distingue de Go, alors G est aussi 
un sous-groupe faiblement distingue de Go. 
COROLLAIRE 4.7. Sous les hypotheses du Theoreme 4.4, si le groupe de 
Galois G = Gal[A : B] est un sous-groupe faiblement distingue du groupe de 
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Galois G, = Gal[A : B,], alors le sous-anneau fini B, de B est un sous- 
anneau fini galoisien, de groupe de Galois: 
G’=Gal[B:B,]=A[G,;G]/Gal[A:B] 
= Nor[G,; G]/G = Stab[G,; B]/G. 
Preuve. Cela resulte immediatement du Thtoreme 4-4 qui entraine en 
particulier la relation: 
BG’=An=A”=AGf’=B 
0 
ce qui acheve la demonstration. 
5. SOUS-EXTENSIONS I~QUILIBR~ES GALOISIENNES 
Sous les hypotheses du Thtoreme 4-4, le Corollaire 4-7 donne une condi- 
tion suffisante pour que le sous-anneau fini B, de B soit un sous-anneau fini 
galoisien. 
Cependant, m&me sous cette condition, il est possible de verifier que B, 
n’est pas necessairement un sous-anneau Pquilibre de B, et par suite, le 
Theoreme 6-8 de [ 151 entraine que le groupe de Galois G’ = 
Gal[B : B,] c Aut( B) n’est pas necessairement un A-groupe, c’est-a-dire un 
“groupe adapte” a la “Theorie de Galois finie” prtsentee dans [ 151. 
Cette remarque incite a l’etude des sous-extensions equilibrees, de facon a 
pouvoir obtenir une condition ntcessaire et suffisante pour qu’elles soient 
galoisiennes. 
LEMME 5-1. Etant don&s un anneau A E L&’ et un sous-anneau galoisien 
regulier B, de A, de groupe de Galois Gal[A : B,] = Go c Aut(A), pour tout 
groupe GE go = g(A; Go) et tout anneau BE C&, = 9’(A; B,) lies par les 
conditions: 
B=AG et G = Gal[A : B] 
avec les notations precedentes et les notations habituelles, alors: 
(a) L’anneau d’endomorphismes U’ = U(A) du groupe d’isotropie A = 
A[G,,; G] c Aut(A), verifie la relation: 
dans laquelle r et r,, sont des anneaux simples. 
(b) Le sur-anneau U’ = U(A) de lhnneau r est un (r- I)-bimodule 
semi-simple de longueur finie. 
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(c) Pour qu’un sow(r- IJ-bimodule non nul V de U’ soit un 
(r- I-)-bimodule simple, il faut et il suffit que V soit de la forme: 
v=cpcr 
pour un t%ment non nul c tel que: 
cfzU’nB(B,) 
et pour un Sment inversible cp E u’* c r 0*, tel que cp soit une application 
K-semi-linkaire ri droite, pour laquelle p(q) = g E A. 
Preuve. Compte tenu des hypotheses, le Theoreme 7-l de [ 151 entraine 
les relations: 
r=z,.(B)=z(B)=u=U(G) 
et 
r,=z:,.(~,)=z(~,)= u()= U(G,) 
et montre que r et r, sont des anneaux simples, qui contiennent p, 
d’apres la Proposition 6-l de [ 151. 
La relation: G c n c G, c Aut(A), entraine la relation: 
U(G) c u(A) = U(G,) 
ce qui acheve la demonstration de la partie (a). 
En particulier, la relation: Tc u’c r,, montre que U’ est un (r-r)- 
bimodule qui est un sous-(r- r)-bimodule du (r- r)-bimodule r,. 
En indexant, de facon bijective, les elements du groupe A, de sorte que: 
n = ( gij, la Proposition 4-4 de [ 151 montre que pour tout element gi E /1, 
il existe au moins un element inversible (pi E U'* c rz c .Z,?, qui est une 
application K-semi-lineaire a droite, pour laquelle: p(cp,) = gi E A, de sorte 
que: 
U’= u(A)=~cp,K”=pAp, 
i I 
et la relation: Ko c Tc u’, entraine done: 
u'=u(~)=pp,r=Crq~. 
i i 
D’apres les caracterisations de n = n [Go; G] don&es dans le Thto- 
r&me 4-3, la condition: gi E A, entraine: gi( B) = B, et puisque gi se prolonge 
en l’automorphisme interieur de l’anneau Z’,, note encore gi et determine 
par l’tlement inversible ‘pi E C,!, pour lequel: g,(C,.) = cpiZ, cp,:’ = Z,., il en 
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resulte que l’anneau: r = C(B) = C,.(B), vtrifie Cgalement: gi( f) = r, c’est- 
a-dire: cpiT~;’ = r, ou encore la relation: 
ce qui montre que gi induit un automorphisme de r, note egalement g,, et 
que la condition: 
u: = cp,l-= rep, 
definit done un sow(r- f)-bimodule du (r- I)-bimodule U’, dont la 
structure est caracttriste par la relation: 
(PIY = ‘PiY’Pi ‘Cpf = g,(Y) ‘Pi 
pour tout y E r, de sorte U’ vtrifie la relation: 
U’= U(A)=C u;. 
Pour tout element non nul u E Vi, qui est done de la forme: u = (p,y, pour 
un Clement non nul y E r, la relation: cp,f = Tcp,, entraine la relation: 
dans laquelle fyf est un ideal bilatere non nul de l’anneau simple f, ce qui 
donne: ryr= I-, et par suite: 
I-lx= cp,r= u:. 
Ainsi, tout element non nul IA E U,f est un generateur du (I-- I-)-bimodule 
U:, ce qui montre que les (r- I)-bimodules Ui sont des (r- I-)-bimodules 
simples. 
La relation: 
U’= U(A)=C u; 
I 
entraine done que U’ est un (f - r)-bimodule semi-simple, pour lequel la 
relation: B? c r, entraine que sa longueur est inferieure ou egale a: 
dimfl[EpU’] ddim&@U,] =ord red(G,)< +cc 
et par suitefinie, ce qui acheve la demonstration de la partie (b). 
Soit V un sous-(r- r)-bimodule simple de U’. La partie (b) et la 
relation: 
U’= U(A)=C u; 
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dans laquelle les 17; sont des (r-- r)-bimodules simples, entrainent qu’il 
existe au moins un indice i et un isomorphisme de (I-- f)-bimodules: 
8: u,f = ‘pif = rqiq v 
de sorte que l’element non nul e[q,] = u E V c U’, vtrifie: 
v=vr=rv. 
Pour tout YET, la relation: 
UY = eCVi1 Y = cm = eCsi(Y) Cpil = gi(Y) ecd = g,(Y) u 
montre que la structure du (r- f)-bimodule simple V est caracterisee par 
la relation: 
pour tout y E IY 
En considtrant l’tlement non nul (p; *u = c E u’, la relation: 
cy = cp,:‘uy = ‘p;lgi(y) u= y’p,~‘u = yc 
pour tout YET, montre que c commute aux elements de r. 
L’eltment non nul c verifie done: 
CEIYCZ~ et cEC(r)=B 
d’apres le Theoreme l-4 de [14], ce qui entraine done: 
cEz,,nB=B 
et puisque: 
CE U’c u,=r,=C(B,) 
il en resulte la condition: 
c E u’ n B(B,). 
Entin, puisque la relation: v = epic, donne: 
v= cpicr 
il en resulte bien que les conditions de la partie (c) sont n&zssaires. 
Reciproquement, lorsque ces conditions sont verifiees, l’indexation 
utilisee dans la demonstration de la partie (b) peut etre choisie de facon a 
ce qu’il existe un indice i tel que q = cp,. 
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De plus, la relation: 
cEB(B,)cBc~=C(f) 
montre que c commute aux elements de f, de sorte que l’element 
v = cpc = epic vtrifie: 
W=cPicY=cP~Yc=gi(Y) cPic=gr(Y) v 
pour tout y E r, ce qui montre que: 
v=vl-=1-v 
est un (f - r)-bimodule. 
L’application: 
8: u(=cpir=rcpi+ v=vr=l-v 
caracteriste par: 
BCViY 1 = (‘PiccP,‘) ‘Pi? = V 
pour tout y E r, veritie aussi: 
e[Igi(Y) cP,l =eCq~Yl =vY = g,(Y) v = gi(Y) OCV,l 
pour tout y E r, ce qui montre que 0 est un morphisme de (r- I)-bimodu- 
les, qui est surjectif et egalement injectif puisque U: est un (r- Z)-bimo- 
dule simple. 
I1 en resulte que 8 est un isomorphisme de (r- I)-bimodules et par suite 
V est un (r- Z)-bimodule simple, ce qui montre que les conditions de la 
partie (c) sont suffi.wntes et acheve la demonstration. 
LEMME 5.2. Sous les hypothbses du Lemme 5-1, si de plus, B, est un 
sous-anneau kquilibrP de B, alors: 
(a) L’anneau d’endomorphismes U’ = U(A) et l’algtbre R’ = R(A) 
du groupe d’isotropie n = n[GO; G] c Aut(A ), et lhnneau simple B( B,) 
vPrifien t : 
B( B,) c R’ c U’. 
(b) L’anneau d’endomorphismes U’ = U(A) du groupe d’isotropie A = 
/1[G,; G] c Aut(A) est un anneau simple. 
Preuve. La Proposition 5-2 de [ 121 montre que le centre Z’ = Z(B) de 
l’anneau presque-simple a droite maximal B associe a B, est un corps et que 
B est une Z’-algtbre centrale. 
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Pour les extensions a degres: B, c Bc A, le Theoreme 9-3 de [ 131 
entraine les relations: 
I1 en resulte la relation: 
qui montre en particulier que B(B,,) est une Z’-algebre, et la partie (a) du 
Lemme 5-l entraine la relation: 
Z’ c A-,.( B,) = C( B,) = Z-, = U, = U( G,). 
Tout element non nul z E Z’, verifie done: 
ZEZ’“C u* 0 et zEZ’“cA* 
ce qui montre que z est un element inversihle z E U,*, qui est aussi une 
application K-lineaire a droite. 
Comme le groupe de Galois Gal[A : B,] = Go c Aut(A) est un F-groupe, 
le Lemme 8-3 de [ 151 montre alors que z v&lie: zAz ’ = A, c’est-a-dire 
que z “stabilise” A, et puisque: z E U,, = r. = LJB,), il en resulte que z 
determine un automorphisme: 
p,(z) = g E Go = Gal[A : B,]. 
De plus, la condition: z E Z’c B, entraine naturellement: SBZ-’ = B, 
c’est-a-dire: g(B) = B, et par suite, la partie (a) du Theo&me 4-4 montre 
que: g E n = /1 [Go; G], ce qui entraine: z E u’ = U(A), et m&me: z E R’ = 
R(A) = An U(A). 
Ainsi, il en resulte la relation: 
Z’cR’=R(A)c U’= U(A)c U(G,)= U,=To=L’(Bo)cL’:, 
qui montre en particulier que les anneaux R’ = R(A) et u’ = U(n) sont des 
Z’-espaces vectoriels ci gauche. 
En resume, la Z’-algebre @B,) et les anneaux R’ = R(A) et U’= U(A), 
qui sont des sous-anneaux de l’anneau ,Y‘ qui contiennent le corps Z’, sont 
trois sous-Z’-espaces vectoriels a gauche du Z’-espace vectoriel a gauche 
z,., dont la structure est caracterisee par la multiplication & gauche par les 
elements du corps Z’ c ,Y,. 
Par hypothbse, B. est un sowanneau kquilibrP de B de sorte que la 
condition (E3) de la Definition 6-7 de [ 151 entraine que la Z’-algebre 
&B,), constitute par le commutant de B, dans l’anneau B, admet au 
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moins une “base sp&iale” (b,), c’est-a-dire une Z’-base (b,), telle que: 
b, = 1 et b, E Stab[B*; B] pour tout indice c(. 
Pour chaque indice c(, l’element b, verifie done: 
b,EB(B,)c~,.(B,)=C(B,)=r,,= U,= U(G,) 
et par suite les relations: 
b, E r.R&)l” = G et b,EB”cA* 
qui montrent que b, est un element inversible b, E c/X, qui est aussi une 
application K-liniaire a droite. 
Comme le groupe de Galois Gal[A : B,] = G, c Aut(A) est un F-groupe, 
le Lemme 8-3 de [ 151 montre alors que b, v&tie: b, Ah; ’ = A, c’est-a-dire 
ve b, “stabilise” A, et puisque: b, E UO = f, = C( B,), il en resulte que b, 
determine un automorphisme: 
p,(b,) = g, E G, = Gal[A : B,]. 
De plus, la condition: b, E Stab[B*; B], entraine naturellement: 
b,Bb;’ = B, c’est-a-dire: g,(B) = B, et par suite, la partie (a) du Theo- 
reme 4-4 montre que: g, E n = n [G,; G], ce qui entraine: b, E U’ = U(A), et 
meme: b,ER’=R(A)=AnU(A). 
Cette propriete montre que les trois Z’-espaces vectoriels a gauche 
B(B,), R’ = R(A) et U’ = U(A), sont tels que la Z’-algebre B(B,) admet au 
moins une “base spkciale” (b,) constituee par des elements b, tels que: 
b, E R’ = R(A) c U(n) = U’, ce qui entraine done la relation: 
Z’c&B,,)c R’= R(A)c U(A)= U’. 
Enfin, puisque par hypothese B, est un sous-anneau PquilibrP de B, le 
Theoreme 6-9 de [ 151 entraine que B( B,) est une Z’-algebre simple et de 
rang fini, ce qui acheve la demonstration de la partie (a). 
La partie (a) du Lemme 5-l entraine la relation: 
ord red(n) = dim@[tijU’] < dimp[&,] = ord red(G,) < +cc 
et aussi une relation analogue pour les &?-dimensions a droite, ce qui 
entraine immediatement que l’anneau U’ = U(A) est artinien. 
Pour tout ideal bilatere non nul I de l’anneau U’ = U(A), la relation: 
f c U’, etablie dans la partie (a) du Lemme 5-1, montre que I est aussi un 
sous-(f - I)-bimodule non nul du (r- I)-bimodule U’. 
La partie (b) du Lemme 5-l entraine alors qu’il existe au moins un sous- 
(f - Z)-bimodule simple V de U’, tel que: Vc I, et la partie (c) du 
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Lemme 5-l entraine que V est de la forme: V= cpcZ, pour un element non 
nul c tel que: 
c E U’ n B(B,) 
et pour un element inversible cp E U’* c r 0*, tel que cp soit une application 
K-semi-lineaire a droite, pour laquelle p(q) = g E A. 
L’ideal bilatere Z de l’anneau U’ verifie done: cpc E VC Z, avec cp E U’*, ce 
qui entraine: cp - ‘( cpc) = c E I. 
I1 existe done un element non nul c, tel que: 
et la partie (a) entraine alors que I’ est un ideal bilatere non nul de l’anneau 
simple B(B,), ce qui entraine: 1 E B(B,) = I’ c Z, et par suite: I= u’. 
L’anneau u’ = U(A) est done quasi-simple et artinien, c’est-a-dire simple 
(au sens de N. Bourbaki), ce qui acheve la demonstration. 
TH~OR~ME 5.3. Etant donne’s un anneau A E &’ et un sous-anneau galoi- 
sien rtgulier B, de A, de groupe de Galois Gal[A : B,] = G,, c Aut( A), pour 
tout groupe G E go = g(A; G,) et tout anneau B E 9&, = Y(A; B,) liks par les 
conditions: 
B=AG et G=Gal[A : B] 
si de plus, B, est un sous-anneau Cquilibre de B, alors: 
(a) Le groupe de Galois Gal[B : B,] = G’ c Aut( B), caractCrisP par la 
relation: 
G’=Gal[B: B,]=Gal[AG: A”“]=AIG,;G]/Gal[A : B] 
est un B-groupe, qui dktermine lhnneau des invariants Bb = BG’, qui est un 
sous-anneau PquilibrP et galoisien de B, intermkdiaire entre B, et B, de 
groupe de Galois: 
Gal[B: Bb]=G’=Gal[B: B,]cAut(B) 
et qui vtrifie: 
d,[B : Bb] = ord red(G’) < d,[ B : B,]. 
(b) Le groupe d’isotropie A = AIGO; G] cAut(A) et le groupe /i 
constituk par le saturk du groupe A cAut(A), dkterminent des anneaux 
d’invariants A” et A”, qui vhifient la relation: 
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de sorte que Bb est un sowanneau fini et galoisien de A, vhifiant: 
B,cBbcBcA 
de groupe de Galois: 
Gal[A : B&] = A c Aut(A) 
et ils vtk~ient: 
d,[A : Bb] = ord red(A) = ord red(A) d ord red(G,) = d,[A : B,] 
et 
ord red(A) = ord red(A) = ord red(G’) x ord red(G). 
Preuve. La partie (c) du Theo&me 4-4 montre qu’il existe un anneau 
Bb, veritiant: B, c Bb c B c A et caracterise par la relation: 
dans laquelle le groupe /i est le saturk du groupe ,4 c Aut(A). 
Puisque par hypothese B, est un sous-anneau kquilibrc! de B, le Theo- 
r&me 6-9 de [ 151 montre que le groupe de Galois: 
G’= Gal[B : B,] c Aut(B) 
est un B-groupe, dont l’anneau des invariants Bb = BG’ est un sous-anneau 
tquilibrk et galoisien de B, de groupe de Galois: 
Gal[B:Bb]=G’=Gal[B: B,]cAut(B) 
et qui verifie: 
d,[ B : Bb] = ord red( G’) d d,[ B : B,]. 
La partie (b) du Thtoreme 4-4 acheve la demonstration de la partie (a). 
La partie (a) du Lemme 5-l donne la relation: 
KO~C(B)=~=U=U(G)~U'=~(~)~U(G,)=C~,=~,=C(B,)~~, 
et la partie (b) du Lemme 5-2 entraine que U’ = U(A) est un anneau sim- 
ple, pour lequel: 
ord red(A) = dim@[&I’] d dim&&,] = ord red(G,) < +co. 
La Proposition 4-8 de [ 151 donne la relation: 
B;=A”=AnZ[U’]=AnC,.[U’] 
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et par suite le Theoreme 3-3 de [ 141 entraine la relation: 
u’ = U(A) = Z(Bb) = z,.(B;) 
et montre que Bb est un sous-anneau j&zi de A, veritiant: 
d,[A : Bb] = dim@[eU’] = ord red(A). 
Le Theoreme 6-2 de [ 151 montre alors que Bb est un sous-anneau jX et 
galoisien de A, de groupe de Galois: 
Gal[A : Bb] = A c Aut(A) 
vtrifiant aussi: 
d,[A : Bb] = ord red(A) = ord red(A) 
d’apres la Proposition 5-l de [15]. 
Pour les sous-anneaux Pquilibrks et galoisiens B, et B de A, le Theo- 
reme 7-l de [ 151 donne les relations: 
d,[ A : B,] = ord red( G,) et d,[A : B] = ord red(G). 
Compte tenu de la relation: 
BbcBcA 
le Theo&me 2-6 de [ 141 donne la relation: 
d,[A : Bb] = d,[B : Bb] x d,[A : B] 
et d’apres les relations prtctdentes, il en resulte la relation: 
ord red(A) = ord red(A) = ord red(G’) x ord red(G) 
ce qui acheve la demonstration. 
TH~OR~ME 5-4 (Troisieme theoreme de Galois). Etant don&s un anneau 
A E& et un sous-anneau galoisien regulier B, de A, de groupe de Galois: 
Gal[A : B,] = G, c Aut(A), pour tout groupe GE go = g(A; G,) et tout 
anneau BE S$, = 9’( A; B,) Ii&s par les conditions: 
B=AG‘ et G=Gal[A : B] 
si de plus, B, est un sous-anneau equilibre de B, alors les conditions suivan- 
tes sont Pquivalentes: 
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(a) La sow-extension CquilibrPe (B, c B) est galoisienne. 
(b) Le groupe de Galois Gal[A : B] = G c Am(A), est un sous-groupe 
faiblement distingue du groupe de Galois Gal[A : B,] = GO c Am(A). 
(~1 Le groupe d’isotropie A=A[G,;G]=Nor[G,;G]= 
Stab[G,; B] vhfie la relation: 
ord red(A) = ord red(G,) = d,[A : B,]. 
(d) Le groupe de Galois Gal[B : B,] = G’c Aut(B) de l’extension 
tquilibree (B, c B) et les groupes de Galois reguliers: 
Gal[A : B,] = G, c Aut(A) et GalC.4 : B] = G c Aut(A), 
vkrifent la relation: 
ord red( G,) = ord red( G’) x ord red(G). 
De plus, sous ces conditions Pquivalentes, le groupe de Galois 
Gal[B : B,] = G’ c Aut(B) est caracthisk par la relation: 
G’=Gal[B:B,]=Gal[A”:AGo]=AIG,;G]/Gal[A: B] 
et il constitue un B-groupe, qui dktermine lhnneau des invariants: 
Bo-B”‘=A”=+AGO 
qui est un sous-anneau tquilibre et galoisien de B et de A. 
Preuve. Compte tenu du Theoreme 5-3, la condition (a) s’exprime par: 
B, = Bb = B”, c’est-a-dire par: B, = Bb = A” = A”, ce qui entraine: 
G, = Gal[A : B,] = Gal[A : Bb] = A c Aut(A) 
c’est-a-dire: G, = A, qui exprime la condition (b). 
Ainsi, la condition (a) implique la condition (b). 
De m&me, la condition (b), qui s’exprime par: G, = /i, entraine: 
ord red(A) = ord red(J) = ord red(G,) = d,[A : B,]. 
Ainsi, la condition (b) implique la condition (c). 
La derniere relation de la partie (b) du Theoreme 5-3 montre que la 
condition (c) implique la condition (d). 
Pour les extensions a degres: 
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le Theo&me 2-6 de [ 141 donne la relation: 
d,[A : B,] = d,[B : B,] x d,[A : B] 
et pour les sowanneaux tquilihrks et galoisiens B, et B de A, le ThCo- 
r&me 7-l de [ 151 donne les relations: 
d,[A : B,] = ord red(G,) 
ce qui entraine la relation: 
et d,[A : B] = ord red(G), 
ord red( G,) = d,[B : B,] x ord red(G) 
entre des nombres entiers non nuls. 
La condition (d) se traduit done par I’egalitt: 
ord red( G’) = d,[ B : B,] 
pour le groupe d’automorphismes G’ = Gal[B : B,] c Aut(B), et par suite, 
le Theo&me 7-l de [ 151 entraine que le sous-anneau tquilibre B, de B est 
galoisien, ce qui exprime la condition (a). 
Ainsi, la condition (d) implique la condition (a), ce qui acheve la 
demonstration de I’tquivalence des quatre conditions (a), (b), (c) et (d). 
Sous ces conditions equivalentes, le Theoreme 5-3 implique les affirma- 
tions complementaires, ce qui acheve la demonstration. 
6. EXEMPLES 
Cette partie presente quelques exemples, gentraux ou particuliers, desti- 
nes a illustrer les Definitions introduites ou a interpreter les Proprittes 
gtnerales dans le cadre de certaines situations particulieres, pour donner 
des exemples et des contre-exemples. 
PROPOSITION 6.1. Pour tout anneau complement primitif A, de la forme: 
A = L&(E,), pour un K-espace vectoriel h droite non nul E, sur un corps 
gauche K, il existe un isomorphisme: 
o: Aut,( A) r Au&(K) 
et une suite exacte: 
{l} - Aut,(A) + Aut(A) 2 Aut,(A) = Aut,(K) - { 1) 
qui montre que le groupe Aut(A) des automorphismes de I’anneau compkte- 
ment primitif A est une “extension” du groupe Aut,(A) de ses automorphis- 
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mes interieurs par le groupe Am,(K) des “classes d’automorphismes” du 
corps gauche K. 
Preuve. Avec les notations du Theo&me 5-4 de [ 121, le Lemme 2-l et 
le Theo&me 2-3 de [ 151 montrent que: 
Aut(&) = Nor[C,*; (K(‘)*] = N, 
lorsque l’anneau C,. c C = End(E), est determine par la topologie faible 
a(E, E’) = a(E, E*). 
Le choix dune base e = (e,)i,, de E, permet d’associer a tout s E Aut(K), 
l’application fs: E, -+ E,, caracttriste par la condition: si x E E, s’ecrit: 
x = CiE , eixi pour une famille (x’) de scalaires presque tow nuls, alors: 
fi(x) = 1 eis(x’). 
IEl 
11 est immtdiat que f, v&lie: fs E I,* et que f, est une application s-semi- 
lineaire a droite, ce qui entraine: f, E NO, et aussi: rc(f,) = S. 
I1 en resulte que le morphisme de groupes rr: Aut(&‘) + Aut(K), est sur- 
jectzf et par suite le Corollaire 5-6 de [ 121 entraine l’existence de l’isomor- 
phisme w qui permet d’identzj?er les groupes de “classes d’automorphismes” 
Aut,(A) et Aut,(K). 
Le Theoreme 5-4 de [ 121 implique alors l’existence de la suite exacte, ce 
qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 6.2. Pour tout corps commutatif k et pour toute k-algebre 
completement primitive A, qui est done de la forme: A = Yk(E,), pour un 
K-espace vectoriel a droite non nul E, sur un corps gauche K, de centre Z = 
Z(K) = Z(A), tel que: k c Z, le groupe de Galois: 
G = Gal[K : k] = Aut,(K) c Aut(K) 
determine le “groupe des classes”: 
G’ = (C),, = Gal,,[K : k] = [Aut,(K)],, = p,(G) 
caracterise par la suite exacte: 
( 1 } - Aut,( K) -%Aut,(K)=Gal[K:k]--%G’- (1) 
et il existe une suite exacte: 
{l}-Autj(A) -+Aut,(A)=Gal[A:k]&G’- {l} 
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qui montre que le groupe de Galois: 
G = Gal[A : k] = Am,(A) c Aut(A) 
des automorphismes de la k-algebre completement primitive A est une 
“extension” du groupe Am,(A) de ses automorphismes intkrieurs par Ie 
groupe: 
G’ = Gal,,,[K : k] = [Am,(K)],, 
des “classes de k-automorphismes” du corps gauche K. 
Preuve. Compte tenu du Corollaire 5-6 de [ 121, et avec ses notations, 
la relation tvidente: Aut;(K) c Aut,(K) = G, entraine l’existence de la 
premiere suite exacte pour laquelle: G’ = p,(G) et G = pO ‘(G’). 
Compte tenu de la Proposition 6-l et de sa demonstration, en posant: 
Gb = Aut,,(K) = Aut,(A), et en identifiant w 0 71,. et 7r,, le Theoreme 5-4 et le 
Corollaire 5-6 de [ 121 entrainent l’existence du diagramme commutatif et 
exact de la forme: 
N, = Aut(&) ’ + Aut(A)----, (11 
I 
li 
I 
n, 
Aut(K) & G; - (‘1 
I I 
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Avec les notations de la demonstration de la Proposition 6-1, l’applica- 
tion: 
$: Aut(K) -+ N, = Aut(8) 
caracttriste par: Ii/(s) =f, pour tout s E Aut(K), est une section de rt. 
De meme, il est possible de choisir une application: 
IclO: G; = Aut,(K) -+ Aut(K) 
qui veritie: I/IJ 1) = 1, et qui soit une section de pO. 
La commutativite du diagramme precedent montre que l’application: 
II/’ = p 0 $ c $I~: G; = Aut,( A) -+ Aut( A) 
verifie: $‘( 1) = 1, et constitue une section de 71,. 
Pour tout p E CL, en posant: $&?) = s E Aut(K), ce qui entralne: p,,(s) = 
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/IE Gb et: $ oIl/“(fl) =f, E N,, et en posant: $‘(p) = p(,f,) = g,,EAut(A), il en 
resulte: rr,( g,{) = fl. 
La condition: g,] E G = Aut,(A), Cquivaut a la condition: g&i) = i pour 
tout 1 E k, qui se traduit par la condition: .f; :‘j.‘:l,f, ’ = ,I0 pour tout i. E k. 
Comme ,f, est une bijection s-semi-lintaire a droite, elle verifie: ,f’,(S) = 
,f:,(x) ~(3.) pour tout s E E et tout 2 E K, ce qui entraine facilement que ,f; 
verifie la propriete: f; ” 1.’ ~,f,; ’ = [s( E.)]’ pour tout 3. E K. 
11 en resulte que la condition: g,) E G = Aut,(A), se traduit par: 
[s(J.)]O = /lo, c’est-h-dire par: s(J) = 3,, pour tout 3. E k, ce qui equivaut a: 
s E G = Aut,( K). 
La premiere suite exacte et la relation: p,(s) = [j, entrainent done: 
G’= {fi~G;,=Aut,,(K)=Aut,,(z4)I g,,~G=Aut&4)). 
La Proposition 6-l entraine que tout g E Aut(A ) s’ecrit de facon unique 
sous la forme: g = g’g,,, p our un g’EAut,(A) et un PEG;, pour lequel 
fl= 7r.,( g). La relation: g’ E Aut,(A ) c Aut,(A ), montre alors que la condi- 
tion: g E Aut,(A ), equivaut a la condition: g,] E Aut,(A ), c’est-a-dire, 
compte tenu de la caracterisation de G’, a la condition: rr,( g) = rr,.( g,,) = 
BEG’. 
I1 en resulte la relation: G = Aut,(A) = rr; ‘(G’), qui prouve l’existence de 
la seconde suite exacte, ce qui acheve la demonstration. 
PROPOSITION 6.3. Pour tout corps commutatif k et pour toute k-algehre 
A, les conditions suivantes sont Pquivulentes: 
(a) Lu k-ulgthre A est une k-algebre simple [Ice qui signifie que 
I’unneau A est de la forme A = U,(E,) pour un K-espace vectoriel b droite 
non nul Ek, de dimension finie sur un corps gauche K, de centre Z = Z(K) = 
Z(A), tel que: k c Z]. 
(b) L’anneau A est une e.utension ci degres du corps k, c’est-&dire: 
(kcA)EG?i. 
(c) Le corps k est un sous-unneuu ir degres de I’unneau A, c’est-&dire: 
(kcA)EY’. 
De plus, le rang de A sur k vbrt$e: rang,(A) = d,[A : k]. 
En particulier, pour que lu k-algehre simple A soit de rung fini, ilfuut et il 
suffit que le rung du corps gauche K sur k soit fini, ou que A verifie les 
conditions Pquivulentes: (k c A) E go et (kc A) E CYo. 
Preuve. Les Propositions 5-3 et 6-4 de [ 131 montrent que pour que 
l’extension (kc A) soit une extension a degres, c’est-a-dire: (kc A) E 2, il 
faut et il suffit que A soit un anneau simple. Ces conditions impliquent: 
(k c A) E Y, et reciproquement, ce qui prouve l’equivalence des conditions 
(a), (b) et (cl. 
192 MICHELHACQUE 
Les Propositions 5-3 et 6-4 de [ 131 caracterisent I’indice: 
I’[A : k] = Cap(A) = dim,[E,] = q < +co 
et la hauteur a gauche: 
h,[A : k] = dim,[,,,E,] =dim,[E,] x dim,[K] 
et par suite le Theoreme 7-3 de [ 133 entraine la relation: 
rang,(A) = d,[A : k] = i[A : k] x h,[A : k] = q2 x dim,[K]. 
I1 en resulte immediatement les affirmations complementaires, ce qui 
acheve la demonstration. 
EXEMPLES GBN~RAUX 6.4. (a) AlgPhres simples centrules. Soit k un 
corps commutatif et soit A une k-algthre simple centrale. 
La condition: k = Z = Z(K) = Z(A), entraine: A(k) = A, qui est bien un 
anneau premier, et la Proposition 6-3 entraine: (k c A) E Y. 
La Definition 2-6 montre done que pour toute k-algShre simple centrale 
A, alors (k c A) est un “sous-anneau ,faihlement &quilihrP.” 
En particulier, pour que (k c A) son un “sous-anneau PquilihrP,” il faut et 
il sufftt que A soit une k-alghhre simple centrale de rung .fini, c’est-a-dire 
que: dim,[K] < fm. 
Plus generalement, les Exemples 2-4 de [ 141 montrent que pour tout 
anneau simple B, intermediaire entre k et A, c’est-a-dire pour toute sous-k- 
algebre simple B de la k-algebre simple centrale A, pour laquelle: 
kcBcA, alors: (kcB)E.Y’et (BcA)EY. 
I1 en resulte que pour que (Bc A) soit un “sous-anneau .fuiblement 
Pquilibrt?,” il faut et il suftit que le commutant A(B) de B dans A soit un 
anneau premier. 
I1 est bien connu (voir par exemple le Theo&me 2 p. 112 de [ 51) que 
cette condition est realisee si le rang de B sur k est fini. 
Cet exemple montre done que pour toute k-alge%re simple centrale A 
et pour toute sous-k-algPhre simple B de A, si le rang B sur k est fini, 
c’est-a-dire si: (k c B) E ,YO, alors: (B c A) est un “sous-anneau faiblement 
&quiIibre.” 
(b) Automorphismes des algPbres simples centrales. Soit k un corps 
commutatif et soit A une k-alggbre simple centrule, dont le groupe des auto- 
morphismes est aussi le groupe de Galois: 
G = Gal[A : k] = Aut,(A) c Aut(A) 
qui determine I’anneau d’endomorphismes: I/ = U(G) et l’algebre: R = 
R(G) = R(G,,) avec: G,, = Aut,(A). 
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Comme il est bien connu que l’anneau simple A est engendre par ses 
elements inversibles LIE A* (voir par exemple [36] p. 628), il en resulte la 
relation: 
R = R(G) = R(G,,) = A. 
11 en rtsulte facilement les relations: 
qui montrent que l’extension (kc A) est galoisienne et mCme “galoisienne 
intPrieure.” 
Avec les notations habituelles, pour lesquelles: Z= End(E) et r, = 
C(k) = Yk(E), le Corollaire 4-6 de [15] entraine: 
A=R=R(G)=AnU,(G) et U,(G) = pOk R(G) = pOk A 
et montre que l’anneau d’endomorphismes U = U(G) du groupe G est un 
(P - P)-bimodule de Galois, pour lequel toute “section sphciale” (‘pB) 
determine une “d&omposition isotypique” de la forme: 
dans laquelle: U,(G) = U,(G) cpP = U, ‘pB, et dans laquelle: 
G’ = Gal,,[K : k] = [Aut,(K)],, 
est le ‘groupe des classes de k-automorphismes” du corps gauche K. 
Cet exemple montre done que pour toute k-alggbre simple centrale A, 
pour laquelle l’extension (k c A) est automatiquement galoisienne et meme 
“galoisienne interieure,” pour que l’extension (k c A) soit “trt?s fortement 
galoisienne” il faut et il suffit que l’anneau d’endomorphismes U = U(G) du 
groupe Cc Aut(A), caracttrise par la construction prtddente, verifie la 
condition: 
U= U(G)=r,=L$(E). 
11 serait souhaitable d’obtenir des conditions necessaires et suffisantes 
pour que cette condition soit r&alike. 
(c) AlgPbres simples centrales de rang fini. Soit k un corps commu- 
tatif et soit A une k-algtbre simple centrale de rang fini: rang,(A) = 
d,[ A : k] = n < + cc, c’est-a-dire telle que: rang,(K) = dim, [ K] = m < + co. 
Avec les notations de 1’Exemple (b), le Corollaire 4-6 de [ 151 donne: 
ord red(G) = dim,[R(G)] x ord(G,,) = dim,[A] x ord(G,,) = n x ord(G,,.). 
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La Proposition 6-l de [ 151 implique la relation: 
ord red(G) d d,[A : k] 
qui s’ecrit done: 
n x ord( G,,) d n 
et comme l’entier n est non nul, cette intgalite implique: 
ord(G,,) = 1 
c’est-a-dire: G,, = { 1 }, ou encore: Gi,, = G, c’est-a-dire: 
Aut,(A) = Aut,(A) 
et par suite le Corollaire 6-2 entraine aussi: G’ = ( 1 }, c’est-a-dire: 
AutJK) = Aut,(K). 
Ce raisonnement direct donne une nouvelle demonstration du Theoreme 
de Skolem [33] relatif a la caracterisation des automorphismes des 
k-algebres simples centrales A de rang lini, ou des k-automorphismes des 
corps gauches K de rang tini sur leur centre k = Z(K). 
De plus, 1’Exemple (b) donne alors la relation: 
et avec les notations de la demonstration de la Proposition 6-3, il est facile 
de verifier que les k-espaces vectoriels des deux membres de cette relation 
ont la mCme dimension: q2 x m2, ce qui donne la relation: 
U(G) = U,(G) = K‘& A = Z-, = &(E) 
qui montre que (k c A) constitue un “sous-anneau tr& fortement galoisien,” 
et par suite la Proposition 2-4 montre que l’extension (kc A) est une 
“extension galoisienne rt!guli&e.” 
Plus gentralement, pour toute k-algPbre compltitement primitive centrale 
A, de la forme A = &(EK), le Corollaire 6-2 montre que si: dim,[K] = 
m < +co, alors G’= { 11, et par suite: 
Aut,(A) = Aut,(A). 
Ce rtsultat constitue done la generalisation du Theoreme de Skolem aux 
k-algtibres complktement primitives centrales. 
EXEMPLES PARTICULIERS 6-5. (a) Sous-groupe faiblement distingub. 
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Un exemple tres tlementaire illustre la notion de sous-groupe fuiblement 
distingut!. 
Soit W le corps des quaternions, identilie a R4 muni de sa base canonique 
(e,, e,, e,, e,), de sorte que le sous-corps des Gels R s’identitie a [We0 (c’est- 
a-dire: e, = 1) et que l’espace des quaternions purs s’identifie a l’espace 
vectoriel euclidien E = R3 muni de sa base canonique orthonormale 
(el, e2, e,), ce qui entraine la relation: 
RCW=R@E. 
I1 est bien connu que le groupe de Galois “regulier”: 
GO=Gal[W: R]=SO(3, R)cAut(W) 
de l’extension galoisienne reguliere: R c W, s’identilie au groupe 9 des 
rotations de l’espace vectoriel euclidien E. 
Le corps @ des nombres complexes peut se plonger d’une infinite de 
manieres dans le corps W des quaternions, mais la condition: C = R @ [We,, 
caracterise des extensions: 
11 en resulte facilement que le groupe de Galois “regulier”: 
G=Gal[W : C] =SO(2, R)cAut(W) 
de l’extension galoisienne reguliere: @ c W, s’identitie au sous-groupe 9, du 
groupe 9, constitue par les rotations de l’espace vectoriel euclidien E qui 
laissent e, invariant, c’est-a-dire par les rotations de l’espace vectoriel 
euclidien E, d’axe: D 1 = [We 1. 
Le groupe d’isotropie: 
/1= II[G,; G] = Nor[G,; G] = Stab[G,; C] c Aut(W) 
s’identifie done au sous-groupe 9’; du groupe B, caracterise par: 
B?{= {~E~I~(D,)=D,}= {pEWIp(e,)=e, oup(e,)= -e,>. 
Comme il est immediat que: R, # 9; il en resulte la relation: n # Go, qui 
exprime le fait que le groupe de Galois G = Gal[ W : @J n ‘est pus un sous- 
groupe distinguk du groupe de Galois G, = Gal[ W : R]. 
11 est facile d’etablir la relation: 
R(G,) = W = R(A) 
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et le Corollaire 4-6 de [ 1.51 montre alors que les anneaux d’endomorphis- 
mes U(G,) et U(A) des groupes G, c Aut(W) et /1 c Aut(W), veritient: 
U(G,) = U(A). 
La Proposition 5-1 et le Thtoreme S-3 de [ 151 impliquent la relation: 
G,=/i 
qui exprime le fait que le groupe de Galois G = Gal[ W : C] est un SOW 
groupe faiblement distingud du groupe de Galois GO = Gal[ W : R]. 
De plus, par restriction a D,, le groupe J%?; induit le groupe constitut par 
l’application identique et par la symetrie par rapport a I’origine, de sorte 
que par restriction a: C = [w 0 Re, = [w @ D,, le groupe d’isotropie 
n = /I[G,; G] induit bien le groupe de Galois: G’= Gal[@ : R] c Aut(@), 
constitue par l’application identique et par l’automorphisme de conjugaison 
s, tel que: s(e,) = -ei, c’est-a-dire tel que: s(i) = -i, pour l’element i E C, 
tel que: i2= -1. 
11 en resulte bien la relation: 
G’=Gal[@ : R] =,4[G,; G]/Gal[W : C] 
annoncee dans le Theoreme 5-4. 
Cette situation particuliere donne done un exemple de sous-groupe 
faiblement distingue qui n’est pas un sous-groupe distingut, ce qui prouve 
que la notion de sous-groupe faiblement distingue’ est indispensable dans 
l’tnonce du Theoreme 5-4 (Troisieme theoreme de Galois). 
(b) Sow-extension non kquilibrke. Pour le corps R des nombres 
reels et pour le corps C des nombres complexes, le (C - C)-bimodule 
CC 0, Cc constitue un (B, - B’)-bimodule: 
en considerant les anneaux: B, = C (a gauche) et B’ = C (a droite). 
La R-algebre simple centrale: 
admet pour sous-R-algebre les R-algebres imples B, et B’, qui commutent, 
et qui dtterminent done les R-algebres imples Bb = A (B,) et B = A (B’), qui 
verilient en particulier: 
BOcBcA et B’cBbcA 
ainsi que: BO = A(Bb) et B’ = A(B). 
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Les extensions (B, c A) et (B c A) sont done des extensions galoisiennes, 
Pquilihrees et reggulieres, de groupes de Galois reguliers: 
G, = Gal[A : B,] c Aut(A) et G = Gal[A : B] c Am(A). 
Cependant, il est possible de verifier que l’anneau B(B,), cornmutant de 
B, dans l’anneau B, est isomorphe a l’anneau produit @ x C, ce qui prouve 
que l’extension jinie (B, c B) n’est pas Pquilibree. 
De meme, il est possible de verifier que le groupe de Galois G est un 
sous-groupe faiblement distingue du groupe de Galois G,c Aut(A), de 
sorte que le Corollaire 4-7 entraine que l’extension finie (B, c B) est 
galoisienne et non equilibree, ce qui implique que le groupe de Galois: 
G’=Gal[B: B,]=/1[G,;G]/Gal[A : B] 
n’est pas un B-groupe et n’est pas un A-groupe. 
Cet exemple montre done que sous les hypotheses du Theoreme 4-4, la 
sous-extension ,finie (B, c B) peut &tre galoisienne et non Pquilibree, ce qui 
justifie l’aflirmation du debut du paragraphe 5, et ce qui prouve que l’hypo- 
these: ((B, est un sous-anneau Pquilibre de B)), est strictement indispensable 
dans l’enonce du Theoreme 5-4 (Troisieme theoreme de Galois). 
I1 convient de remarquer que ce contre-exemple joue un role sensible- 
ment analogue a celui du ctlebre contre-exemple de 0. Teichmiiller [35], 
t&s frtquemment utilise (voir par exemple [21], p. 147 ou [17], p. 298) et 
invoque dans [ 151 pour justifier l’introduction de la notion de A-groupe ou 
de “groupe adupte,” qui conduit naturellement a la notion d’extension 
“PquilibrPe.” 
7. APPLICATIONS 
Toutes les proprittes obtenues se placent dans le cadre de la Theorie de 
Galois des anneaux presque-simples, dont les bases ont ett presenttes dans 
[ 151, et qui englobe en particulier les huit “Theories de Galois finies” pour 
les huit types d’anneaux presque-simples que constituent par exemple les 
corps, les corps gauches, les anneaux simples, les anneaux completement 
primitifs, les anneaux de transformations continues (et en particulier les 
anneaux d’opirateurs born& sur les espaces de Banach et les algebres de 
von Neumann qui sont des Facteurs de Type I), les anneaux primitifs a 
socle non nul (c’est-a-dire les “PM1 rings”), les anneaux presque-simples a 
droite maximaux et entin les anneaux presque-simples a droite quel- 
conques. 
Toutes les proprietes obtenues ont done un caractere tres general et elles 
donnent une presentation synthetique de nombreux resultats anttrieurs. 
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Par exemple, conformement au programme tvoque dans l’Introduction, 
il est facile de verifier que le Theoreme 3-6 generalise la partie (cz) du Theo- 
reme 3 de [6], que le Theoreme 4-4 gtneralise la partie (b) du Theoreme 3 
de [6], que le Corollaire 4-5 generalise la partie (6) du Theoreme 3 de [6], 
que le Corollaire 4-7 generalise l’essentiel du Theoreme 5 de [32] et que le 
Theo&me 5-4 generalise le Thtoreme C et la partie (y) du Theo&me 3 de 
[6], ce qui montre que l’objectif initial est completement rtalise. 
De plus, il est possible de s’assurer que le Theoreme 3-6 (Second thto- 
reme de prolongement des isomorphismes) generalise le Theo&me 2-4 de 
[ 171, le Theoreme 6 de [29], le “Theorem on Extension of Isomorphisms,” 
p. 150 de [21] et le ThCoreme4 de [32]. 
Compte tenu des Exemples generaux 6-4, le Theoreme 3-6 et le Theo- 
reme 3-5 ne permettent de retrouver que partiellement le Theo&me de 
E. Noether [31] (dans le cas des algebres simples centrales de rang tini), 
ainsi que les Theoremes analogues constitues par le Theoreme 12 de [2], 
le Theoreme 13 de [30] et les Theoremes 8 et 9 de [S], dont les demon- 
strations utilisent les caracteres specifiques des situations particulieres 
envisagees. 
Le Theo&me 3-5 (Premier theoreme de prolongement des isomorphis- 
mes) constitue une “ouverture” en dehors du cadre de la “ThPorie de Galois 
finie,” mais les Exemples generaux 6-4 montrent que son application 
eventuelle n’est pas immediate “en degrP infini.” 
Enlin, il est facile de verifier que le Theo&me 5-4, qui generalise deja le 
Thtoreme C et la partie (7) du Theo&me 3 de [6], constitue egalement une 
generalisation et une amelioration du Theoreme 2-5 [ 171 et du Theo&me 7 
de [29]. 
I1 convient de rappeler que dans la ThPorie de Galois des anneaux pres- 
que-simples dont les bases ont ete presentees dans [ 151, on a souligne que 
la rehabilitation de la notion de degrhs, conduit a une analogie formelle et 
complete de la “Thkorie de Galois finie” avec la Theorie de Galois linie 
classique des corps et des corps gauches. 
En particulier, compte tenu de la Proposition 6-l de [ 151, le Theo- 
reme 6-8 de [ 151 constitue la generalisation du Theoreme A et du Theo- 
reme 1 de H. Cartan [6], c’est-a-dire “le premier ThPortime de Galois,” et le 
Theo&me 8-6 (Correspondance de Galois restreinte) de [ 151 constitue la 
gtntralisation du Theoreme B et du Theoreme 2 de H. Cartan [6], c’est-a- 
dire “le deuxi2me ThPor2me de Galois.” 
Le Theoreme 5-4 qui generalise le Theoreme C et la partie (y) du Theo- 
reme 3 de H. Cartan [6] constitue done “le troisigme ThCorPme de Galois.” 
Ainsi, avec le Theorbme 7-l de [ 151, qui constitue la gentralisation d’un 
celebre Theoreme de E. Artin (voir le Theo&me 14, p. 42 de Cl] ou le 
Theoreme 2, p. 194 de [25] ), le Theoreme 6-8 de [ 151, le Theoreme 8-6 de 
[ 151 et le Theoreme 5-4 qui constituent “les trois ThPorPmes de Galois” 
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forment l’ensemble des “ThPort?mes fondamentaux” de la “ThPorie de Galois 
finie” (pour les anneaux presque-simples). 
En plus de son aspect formel t&s simple, la “Thgorie de Galois finie” a les 
avantages d’utiliser la notion de degrt, de s’appliquer A la classe .r4 des 
anneaux presque-simples (A droite) qui est une classe d’anneaux assez vaste, 
et enfin de permettre la gPnt!ralisation de l’ensemble des “ThPorSmes fonda- 
mentaux,” ce qui montre que la “Thhorie de Galois finie” constitue bien la 
gPn&alisation ,formelle et tout d fait complkte des ThPories de Galois ,finies 
classiques des corps commutatifs et des corps gauches. 
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